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L'idee de soustraire la Mecanique a f inutile principe de 
rinertie fut^ je croisy emise pour la premiere fois par Reech. 

J'ai repris I'idee de ce pro fond et regrett^ m^canicien, en 
I'^largissant tin peu et, dans ces « Legons » je monire com-^ 
ment le principe fondamental de la dynamique, independant 
des rep^res giom^triqiies du mouvement, est dans une d4pen- 
dance tris attentive vis^d-vis de l*horloge qui enregistre les 
tnouvements. 

L'idee si heureuse et si simple de Reech consiste a prendre 
commc eliment cinematique de la dynamique, non pas Tac- 
c6l6i ation, mais une variation d'acc616ration ; fadopte entii- 
rement ce point de vue de Reechj mais je me s4pare compli- 
tement de cet auteur dans I' appreciation du principe de 
d'A lemhert. 



II INTRODL'CTION. 

lieech regardait ce principe comme superflii^ or je ren- 
visage comme r indispensable appui de sa conception des 
trois elements essentiels a la matiere en mouvement : la force^ 
la masse^ les liaisons. 



Le progres r^alis^ par VEcole nouvelle dans la doctriiie de 
la Mecanigiie rationnelle me pai^ait incontestable et je ne 
donte pas que Vicole nouvelle ne devienne a son tour I'ecole 
classique. 

On pent se demander pourguoi I' idee si simple de Reech 
ne s'est pas presentee aux immortels fondaleurs de la Meca- 
nique : Galilee et Newton? 

C'est d'abord que la notion de Vespace ahsolu ne leiir 
r^pugnait pas. 

C'est ensuite que, la Mecanique debutant par un dclatant 
triomphe dans le del, constitua dabord la mecanique celeste ; 
riiistoire mhne de la science lui donnait une allure aslro- 
nomique dont elle se ressent encore. 

Et puis, qu'importait alors aux fondateurs tme legere faute 
de grdmmaire! 

La science quHls fondaient devinait du premier coup un 
del assoupli a des lois simples — tm systeme solaire visible, 
infiniment moins complexe certes, qxCune molecule. 

N'4tait-il pas tout naturel alors d'esperer pour le monde 
mole'culaire une loi aussi simple que la loi de t attraction'^ 

On salt de quelle deception cette attente fut suivie; peut- 
itre pareil espoir renaitra-t-il, sous une nouvelle forme, le 
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INTRODtCTION. Ill 

jour Oil line reelle synthese des sciences physiques sera pos- 
sible. En attendant^ tandis qiie^ dans nn d^sordre apparent^ 
s'amasse la riche moisson des fails, I'esprit humain de 
loisir, exerce son se7is critique et surveille sa propre logiqne, 
De Id san§ doitte la tardive apparitioji de Vecole noiicelle 
inaugure'e par Reech. 



it 



Dans la premiere partie de ces u Lecons » j' expose d'abord 
I'oeuvre des fondateurs; je decris I'Ecole classique et I' E cole 
nouvelle, et, apres avoir opte pour celle-ci je la monlre aux 
prises avec quelques problemes parmi lesquels je mentionnerai 
ici : les propriet^s des systemes isol^s, — les cornmentaires 
sur la chute du chaty — la determination de rorientation 
absolue par la lecture d'une horloge absolue et par Vobser- 
vation des seuls mouvements interieurs du systeme isole : 
problems dont la determination du plan invariable n'est 
quun cas particulier. 

La deuxieme et la troisieme partie de ces Lei'ons sont con- 
sacrces a la mecanique des corps deformables et aux elements 
de la science du constructeur. 

Dans cette partie didactique de fouvrage, les « Lemons sur 
felasticite » de M. H. Poincare, la Statique graphique tie 
M. Maurice L^vy et ses lemons au College de France out ete 
mes guides principaux. 
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Les quelques notes qui terminent ce volume traitent des 
questions de m^canique et de g^om^triey mSlees. 

Je signalerai particulidrement la note stir « la statique 
non euclidienne ». Dans cette noteje fats voir comment la 
rSduction des systemes de vecteurs, et la notion de leiirs 
groupes d' Equivalence forment la source immediate des pro- 
prietes mStriques et de la bifurcation des geometries de 
Lobatchewsky y d'Eu elide et de Riemann, 

Depuis la redaction de ceiie note j'ai appris, par le savant 
M, Mansion, qu'une mecanique non euclidienne a dijd fait 
tohjet des travaux de M. de Tilly, qui, parait-il, a public sur 
ce snjet il y a plus de vingt ans un livre malheureusement 
fort rare. 

II est done certain que fai dA, sans le savoir, me rencontrer 
sur plusieurs points avec le savant beige; je crois neanmoins 
que ma m^thode qui generalise la Reduction de Poinsot et 
le lh6oreme du travail virtuel pour en faire sortir avec une 
egale facilite les formules de Lobatchewsky et de Ricmaniiy 
interessera les gSometres. 

Je dois encore a I'inEpuisable Erudition de M. Mansion un 
renseignemetit bibliographique bien curieux signale par 
M. Genocchi : 

II parait que^ bien avant Poisson, fut donnie a Turin, la 
demonstration analytique de la composition des forces con^ 
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courantes par I'emploi de I'eqtiation fonctionnelle connue 
sous le nom d'^quation de Poisson; I'auteur anonyme avail 
m^me fait cette remarque que la m6thode est ind6pendanle 
du postulatum d*£uclide. 

Or cette remarque qui s'Stend d'elle-m^me a la trigono- 
metrie sphirique est notablement ant&ieure a Lobatchewsky , 
Qui I'a faite? 

Son anonyme auteur publia h Turin tant que Lagrange 
v4cui dans cette ville^ mais apres le depart de Lagrange^ il 
ne donna plus signe de vie. 

Serait'Ce Lagrange lui-mSme ? 

Quoi qu'il en soit, la remarque de I'auteur anonyme conte- 
nmt le germe des deux geometries no7i euclidiennes. 

Depuis Lobatchewsky la possibility des geometries non 
euclidiennes a ite nettement indiquee en d'd^gantes trans- 
formations de figures par Klein, 

Mais la notion « de groupe » penetre bien plus profonde- 
ment encore au coeur de la geometric. 

MM* Poincare et S. Lie ont diveloppi cette notion 
appliquie a la genhe des premiers principes de la g^omitrie 
sous une forme analytique ; je veux indiquer brievement ici 
comment J sans sortir du domaine concrete la geometric pure 
parvient tris simplement a effectuer sa propre analyst. 

I. — Le thioreme dEuler^ relatif aux rotations finies [theo- 
r^me non euclidien), montre aisementque les vecteurs regardh 
comme representant les viiesses de rotations possibles sonl 
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Vi liMRODUCTION. 

toiijoiirs composables lorsqu'ils soiit cojicoicrants, et que^ 
dans torts les cas, il est possible^ d\ine infinite de manieres, 
de reduire un ensemble de vecteurs a wi ensemble Equivalent. 

Rappelons d'abord le sens des mots composables et Equi- 
valents. 

Composable signifie que, pour des vecteurs concoiirants , 
il existe vne operation de composition {d^^siynous-la, pour 
abriger,par -[-) qui jouit des proprietes stiivantes, — Vop^ra- 
tion est : 

/"* Commutative : 

A 4" n = B 4- A 



2° Associative : 

A + (B + C) = A + B + C 

5^ Invar iante, c'est-d-dire ne dependant que de la confi- 
guration intrinseque des vecteurs composants. 

4^ Continue, 

5^ Rednctible a ^addition algebriqne des segments lorsqm 
les vecteurs ont m^me ligne d'action. 

Deux systemes S et T de vecteurs sont dits equivalents, 
si I'on pent passer de I'un a Vautre par Vadjonction ou la 
suppression de paires de vecteurs igaux et contraires porte's 
par une mime droite et par la composition ou la decom- 
position de vecteurs concoiirants. 
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Vemploi de V^quation fonctionnelle de Poisson : 



? (-3? + [/) + ? (-^ — J/) = 2 cp (./?) (p (2/). 



montre alors que la composition des vecteurs concourants, et 
la trigonometrie spherique qui la traduii sont independantes 
du postulalum d'Euclide. 



II. — Void comment la composition de vecteitrs non con- 
courants invite a choisir entre les geometries de Lobatchewskg , 
d'Euclide et de Riemann, 

Si Von recherche la loi de composition des vecteurs d'lin 
plan perpendiculaires a une mime droite et dirig^s d'un 
mSme c6tf de cette droite^ on est encore conduit a ^equation 
fonctionnelle de Poisson^ mats avec des conditions initiales 

m 

diffdrentes. 

Im fonction ^ [x] est telle que la resultante R de deux forces 
perpendiculaires a une mime droite, de mSme intensity P et 
tirant dun mfme cdtd de cette droite , sera donnSe par 
la formule : 

R = 2P(p(a?) 



dans laquelle x designe la distance des points orf les com- 
posantes coupent leur perpendicidaire commu?ie. 

La notion d' equivalence montre encore quCy si x est le 
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cdte oppose a Vangle aigu co d'un triangle rectangle dont 
le second angle aigti est ol, I'on aura : 



, , cos o> 

© (a? = . - 
^ ^ sm * 



Bans Fespace de Lobatcheivsky on aura done : 



<f(T)= ' 



Sill 71 (x) 



w (x) designant Vangle de parallelisme a distance x , et 
par suite, tci : 

Vequation de Poisson donne alors : 



T it 

^ (a?) rz_- ^ — = en. ^. 



k designant un metre constant. 

Lhypothhe ^{x]<\ donnerait la gdomitrie de Riemaivnj 
et r hypo these ^ (j;) = 1 est enclidtenne. 



III. — J'fli montri que la reduction de Poinsot est, dam 
$es traits essentiels, commune aux trots geometries, et fen 
deduis le theorime suivant : 
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« La condition d'6quilibre de plusieurs vecleurs sur un 
« corps rigide est, avec une signification non-euclidienne, 
«< loujours fournie par le th6orfeme du travail virtuel. » 

Du thioreme pricideni j'ai tirSce corollaire, qui g^n&dlise 
dans les trois gSom^tries un theoreme bien coiinti de Sta* 
tique : 

« Une pression normale (constante par unite de surface), 
« uniform^ment r6partie sur les 6lements d'une surface 
« ferm^e rigide, constitue un systfeme de forces en 6qui- 
libre. » 

J'ai montre que ce thiorime et son analogue dans le plan 
founiissent les propri^tes metriques dans les trois, geometries 
speciaHs^es. 

Certes il est assez curieux de voir la Statique de Poinsot 
engendrer imm^diatement les formules de Lobatchewsky 
et de Biemann, 



Saint-Quay, 4 septembre 1897. 
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PREMIERE PARTIE 



L'CEUVRE DES FONDATEURS DE L'ASTRONOMIE 

ET DE LA MECANIOUE 



Les rep^res du mouvement, Thorloge et le syst^me 
de coordonn^es. Application k rastronomie. 



On enlend par syslfeme rigide ua corps ind^formable 
auquel on pent adjoindre tel autre corps indeformable que 
ron voudra lier au premier par un assemblage invariable. 
Un syslfeme rigide peut filre geom6lriquement repr6sent6 
par Irois droites perpendiculaires deux a deux. 

Le d6placement d'un point par rapport k un systfeme 
rigide en tant que la situation du point est d^finie, a 
chague instant de la diiree, constitue le mouvement de ce 
point. 



9 

2 REPfeRES BTI MOrVEMENT. 

Le mouvement esl done une notion essentiellement re- 
lative^ et subordonn^e a deux reperes : 1° le repere geome- 
triqiie, ou syst^me rigide de comparaison ; 2° le repere 
dans ia dur6e, ou Vhorloge. 

On verra plus loin comment une hypothfese de physique 
g6n6rale, connue sous le nom de « Principe de Tinerlie », 
fait intervenir un repere geom6trique particulier et une 
horloge sp6ciale, auxquels on pent donner les noms res- 
peclifs d'espace absolu et d'horloge absolue, 

Mais comme en r6alil6 certaines notions de mecanique, 
et nolamment les notions de I'^quilibre et celles des efforts 
de liaisons, sont dans une large mesure independantes des 
reperes du mouvement, nous regarderons d'abord le mouve- 
ment comme une chose essentiellement relative, comporlant 
deux reperes arbitraires : le repere g6om6trique et I'horloge. 

II y a une infinite d'horloges admissibles ; si une hor- 
loge a marque le temps t et si une autre horloge a marque 
le temps e, ^ et e seront deux quanlit^s variables et fonc- 
tions Tune de Tautre, assujelties a cette seule condition de 
varier toutes les deux dans le mfime sens ; leurs variations 
positives simultan6es correspondront au futnr et leurs va- 
riations negatives simultan^es correspondront aux 6poques 
passees. 

Nous serons amene a faire par la suite une autre hypo- 
these, sans laquelle les horloges considerees ne joueraient 
ensemble aucun r61e mecanique; nous supposerons qu'^ 
chaque instant la derivee ^ existe avec une valeur essen- 
tiellement finie et distincte de zero. 

Le systfeme de coordonn^es le plus apte a traduire Tad- 
dition g6om6trique des vecteurs est le systeme de coor- 
donnees carlosicnncs. 
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LES FONDATEURS. 

Le sysleme rigide est repr6- 
senl6 par les Irois ar6tes d'un 
Iriedre trireclangle OX, OY, OZ 
et la situalion d'un point M par 
rapport a ce systfeme, est d6fini 
par les projections du vecleur 
OM sur chacune des arfiles du 
triedre {axes de coordonn^es). Ges> 
projections sont, bien entendu, 
des droites dirigees et regard6es comme positives ou nega- 
tives suivant que leurs directions, sont celles des arfites 
respectives du triedre ou celles de leurs prolongemeuts. Le 
triMre une fois constilu6 et nomm6, on pent associer k Tor- 
dre alphabetique de la permutation des lettres x, y, z 
une « orientation du triedre ». 

Soient U, V, W, trois des lettres X, Y, Z enonc6es dans 
un ordre qui derive de Tordre alphabetique par une per- 
mutation circulaire, imaginons une poup6e d'Ampere couchee 
sur I'axe OU, les pieds en 0, la t6te vers U, et assistant 
a la rotation d'ww simple quadrant qui, effectu^e autour de 
OU, amene Taxe OV en coincidence avec Taxe OW. 

Le sens de cette rotation, par rapport a la gauche ou 
k la droite de la poupie, est inalter6 par une permutation 
circulaire eflFectu6e sur les axes choisis OU, OV, OW. 

Dans le cas de la figure, la poup^e voit la rotation con- 
sid6r6e s'eflFectuer de sa droite vers sa gauche. 

Dans le cas dela nouvelle figure*, ou ZOX elant le plan 
du papier, I'axe OY vient en avant de lafeuille, la rotation 
est contraire et dirigee de gauche i droite. On dit que la 
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figure 1 represenle un sysleme d'axes d'orienlation direcle, 
el la figure 2 un systeme d'axes d'orientalion retrograde. 
Un trifedre de coordonn6es 6tant construit, son orienta- 
tion d6finira le sens des vecleurs par 
lesquels on represente des rotations 
dans les formules. 

Les trois coordonnees cartesiennes 
d'un point, x, y^ z, sont trois lon- 
gueurs. 

II y a souvent avanlage (tel est le 
cas en astronomie) a employer le sys- 
teme de coordonn6es spheriques; ici, une seule coordonnee 
est lin6aire,.et les deux autres coordonn6es suffiseut a re- 
pr6senter la perspective du point M sur une sphere. 

Nous definirons de la maniere 
suivante le systeme sph6rique 
assocU au triedre OXYZ. 
Adoptons Taxe des Z comme 
V axe polaire, projetons le point M 
en m sur le-p^t«?*OXY et consi- 
d6rons le vecteur OH<ifSa direc- 
tion sera definie par Tangle XOH^ttv 
compt6 dans le sens rfi>^c/, toujoiirs positif de 0** a 300**. 
Dans le plan ZOm/la direction du vecteur OM sera d6finie 
par Tangle ZOM, moindre que ^80^ dont il faut faire tour- 
ner ZO vers Om pour rencontrer OM; enfin, la troisieme 
coordonnee est la distance OM. Nous poserons 

XOJ^ntft o =: aiigle meridien 
ZOM ^i =r angle polaire 
OM r- r z=z distance 




Le passage des coordonnees sph6riques aux coordonnees 
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cart6siennes associees se fait au moyen des formules 
imm6diates 

IX = r sin 6 cos 9 
2/ z= r sin sin cp 
z ==z r cos 6 



. Gonsiderons deux syslemes de 
coordonn6es sph6riquesayantua 
axe (OX, O'X') commun et une 
origine (0, 0') commune, on 
aura r demeurani evidemment 
invariable 
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x' =2 r sin 0' cos 9' 
(:2) I y' =. r sin 0' sin o' 
z' = r cos 6' 

d'auire part, il est aise de passer du systeme cartesien 
OXYZ au systeme carlesien O'X'Y'Z'. 

Soit P la projection du point M sur le plan commun 
ZOY, ou Z O'Y', le vecteur OP est la somme geometrique 

des vecteurs OH' et H'P aussi bien que des vecteurs OH et 
HP. Supposons que le systeme OXYZ, tournant autour de 
OX dans le sens direct d'un angle a, vienne se confondre 
avec le systeme O'X'Y'Z', on aura, par le theoveme des 
projections : 

1^ en projetant sur Taxe OY' 

y ' = 1/ cos a -(- i sin a 

2** en projetant sur OZ' 

z' ■=. — \i sin a + 5 cos a 



les coordonnees x' ti x sont d'ailleurs egales; 



6 RBP^RES DU MOUVEMtSiNT. 

ainsi, on a, pour la transformation des coordonn^es carte- 
siennes consid^rees, 

(3) ] y' = y cos X -j- s sin a 
z' = — y sin a -|- ^ ^^^ a 

en ayant 6gard aux formules (1) et (2), on aura done, pour 
relier les deux systemes de coordonn6es sph6riques, les 
relations suivantes, d'oii r a disparu 

!sin ' cos (p ' == sin 6 cos (p 
sin ' sin (p ' := sin sin 9 cos a -(- cos 6 cos % 
cos 6 ' = — sin sin cp sin a -j- cos 6 cos a 

equations qui, evidemment, ne doivent compter que pour 

2 distinctes, mais qu*il est neanmoins 
avantageux de conserver. 

Les formules (4), d'un usage continuel 
en astronomie, renferment aussi les for- 
mules ordinaires de la trigonom6trie 
sph6rique. 
Soient, en effet, A, G, C f^, les pers- 
pectives centrales des points X, Z, Z', M, sur une sphere 
quelconque de centre 0, joignons ces points par de grands 
cercles. 

Les angles (p' et <p seront represent6s sur cette sphere 
comme I'indique la figure ci-contre, et Ton aura 




c 

o 




C'|x=zO'; CtJL = 8 CC'=a 



^ En identifiant le triangle GG'jjl avec le 
triangle spherique AoBoGo, dont les ele- 
ments sont repr6sentes avec la notation 
habituelle par A, B, G, «, A, c, on aura 
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9' z=z 90'' - B ^=z 90« — (180*^ — C) 

e' 1= c b =z b 



X = a 



et les relations (4) s'6criront : 

I sill c sin B = sin b sin C 
sin c cos B = sin a eos 6 — sin b cos a cos C 
cos c 1= cos fl cos ^ -|- sin a sin b cos G 

donnant ainsi les formules fondamenlales de la trigono- 
melrie spherique. 

Le sysleme de coordonn^es qui se presente lout d'abord 
est le systeme mfiine qui en chaque lieu du globe porte 
nos edifices, c'est le sysleme de coordonnees de Tecorce 
lerreslre. 

Mais des qu'il s'agit de d6crire les mouvements des astres, 
lin tout autre sysleme de coordonnees s'impose. 

Les eloiles proprement dites jouent ici un rdle infiniment 
precieux ; grdce a lew* immenf^e eloignemeut du systeme 
solaire, elles constituent, depuis les dges les plus recules, 
un ensemble de signaux lumineux que Taslronome et mfime 
le g6od6sien ulilisent a chaque instant pour rep6rer les 
directions dans le ciel ou m6me sur la terre. 

Au point de vue g6om6trique, on pent dire que les eloiles 
d6finissenl physiquement a chaque instant rorientalion 
invariable du Irifedre de coordonnees de Tastronome. Elles 
fournissent des directions fixes approchees, les seules que 
Ton poss6ddt jusqu'au jour 011 la mecanique c61este donna, 
par ses lois m6mes, le moyen de raltacher aux changements 
de la configuration interieure du systeme solaire envisage 



8 repIres du mouvemknt. 

I 

isol6ment la definition incessante de directions fixes abso- 
lues. 

Absolues, comme nous le verrons au point de vue de la 
mecanique, cet assemblage de directions invariables coin- 
cide k fort peu pres avec celles que nous donne le vise des 
etoiles proprement dites. 

Simultan6ment les astronomes emploient d'autres sys- 
temes de coordonnees sph6riques ayanl pour axe poiaire 
soit Taxe de la rotation diurne de la terre, soit Taxe per- 
pendiculaire a ce plan tres lentement variable dans lequel 
le soleil circule annuel lenient autour de la terre. 

II n'est pas inutile de rappeler les relations qui existent 
entre ces divers systemes de coordonn6es et les tres lents 
mouvements qu'ils pr6sentent les uns par rapport aux 
autres. 

L'horloge de repere qui enregistre ces divers mouvements 
est soit la rotation diurne de la terre, soit le mouvement 
annuel du soleil autour de la terre ; Taccord periodique des 
deux horloges doit 6tre regarde comme un fait d'observa- 
tion. 

La premiere horloge seule se pr6te a une division ind^- 
finie de la dur6e et elle d^finit physiquement ce que nous 
regardons comme le cours uniforme du temps, et aussi 
ce que nous appelons Tunite de temps ; celle-ci nommee 
jour sideral est le temps que nous regardons comme constant 
d'une rotation complete de la terre par rapport aux etoiles. 
L' unite civile du temps est le jour solaire moyen, dont le 
rapport au jour sideral sera indiqu6 un peu plus loin. Defi- 
nissons maintenant les rep^res geometriques de Tastro- 
nome. 

Solent sur une sphere, dont I'oeil de Tobservateur est 
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le centre, M la perspective d'lm astre, 

P le pdle (Nord) et y le point de I'^qui- 

noxe^du printemps; les deux coor- 

donn6es angulaires du point M sont 

Yl*M = -iV, ascension droite compile tou- 

jours positive de 0* a 360* dans le sens 

direct autour de P, et Tangle au centre 

o proporlionnel k Tare PM, compris entre 0* et 180% qui 

prend le nom de distance polaire de Taslre. -IV. el I sont les 

coordonn6es 6qualoriales. 

De mfime soit encore n le p6le de Tecliptique; on pourra 
prendre pour coordonn6es angulaires 

de M : t 

— — ► 
1" L'angle ynM == I>, longitude comptee 

de 0° a 360** dans le sens direct autour 

de II de 0" k 360* ; 

2** La distance angulaire IIM = p, 
comprise entre 0"* et 180**. 

Les formules (4), p. 6, donnent immediatement entre les 
deux systemes de coordonnees les relations surabondantes. 




cos ,8 =r COS w COS ~ sifi 0) sin 8 sin .i\. 
sin ^ sin L — sin to cos o -|- cos w sin o sin .R 
' sin 8 cos L — sin o cos .R 



ou encore, par la transformation inverse avec cliangement 



de signe de o : 



cos = cos w cos [i -f- sin to sin fi sin L . 
sin sin _R~ — sin o) cos p + cos w sin p sin L [ 
sin cos ,R == sin p cos L ; 
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dans ces formules w desigae Tobliquile de T^cliptique, 
Tare Pii; 

Gomme application de ces formules, indiquons la deter- 
mination de la position du point y et de Tobliquite a>. 

Si I'astre M est le soleil, on a, a chaque 6poque de Tannee : 
p = 90'*; dans cette hypoth^se on d6duit ais6ment des 
equations pr6c6dentes 

sin .R = cot (o cot o 
tg .R = tg L cos 0) 
cos 8 = sin p sin L 

Les observations m^ridienne.s permetlent de determiner 

chaque jour la diflF6rence des ascensions droites du soleil 

et d'une etoile particuliere Yo on Tascension droite provi- 

soire par rapport a cette eloile ^R'; soit a I'ascension droite 

inconnue de T^toile Yo- On aura .R — -R'-f-*. en posant 

alors : 

tg w cos a =: ;r 

tg (I) sin a — t^ 

Nous pourrons ecrire I'^quation sin .R = cot <o cot 8 
oblenue tout a I'heure sous la forme suivante : 

j; sin .R' -|- y cos .R' = cot o 

On aura aulant d^6quations de ce genre que d'observa- 
tions du soleil dans le cours d'une ann6e; ces Equations 
surabondantes mais compatibles feront connaitre x et y, 
a; et y obtenus on d^duira : 



tg to) = Vx* + y^ 
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On sail que le systeme de coordonnees equaloriales et 
le systeme de coordonnees 6clipliques ne sont pas rigoureu- 
sement fixes par rapport aux 6toiles. 

Void comment, dans Tantiquite, Hipparque mit en evi- 
dence ce fait important; on pent d6terminer la longueur de 
Tannee de deux mani^res : dans une premiere melhode 
on cherche par interpolation I'epoque precise ou la coor- 
donn6e S du soleil acquiert exactement la valeur de 90% 
on determine ainsi Tinstant d'un ^quinoxe, si on d6termine 
ainsi les heures de T^quinoxe de printemps a deux dates 
61oignees, par exemple en 1750 et en 1860 a 210 annees 
d'intervalle, en divisant la dur6e sid6rale 6coul6e par 210 
on aura la longueur d'ann6e, aflFectee d'une erreur qui sera 
Terreur a craindre sur la determination de deux instants 
equinoxiaux r6duile dans le rapport de 1 a ^10. 

On trouve ainsi aujourd'hui pour la longueur de l*ann6e 
36b, 242217 jours solaires moyens*; telle estTannee tropique. 
Uae deuxieme m6thode consiste a observer les 6poques du 
reiotir du soleil devant les mimes etoiles; telle est Tannic 
sid^rale evalu6e par Hipparque k 365^ 257. 

Adoptant ce nombre, Hipparque s'en servit pour prevoir 
d'apres les observations des instants Equinoxiaux faites 
200 ans avant lui par Aristille et Timocharis, Tinstant de 
Tequinoxe que lui-ra6me pouvait observer; or il trouva que 
celui-ci elait en avance de trois jours; c'est le phenom^ne 
de la preces.^ion des equinoxes. 

Si le relour du soleil aux m^mes etoiles est possible, c'est 
que les Etoiles gardent une situation invariable par rapport 
au pdle de Tecliplique. 

1. La definition du jour solairc moyen sera rappelec page 13. 
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Si done on suppose nvec Hipparque i'eqtiateur fixe et le 
plan de I' ecliptiqxie fixe egalement, la precession de T^qui- 
noxe 6jjale k trois jours en 200 ans, ou a 0^015 par an, 
raccQurcit Tannee de 0S015. 

II faut done admeltre avec Hipparque que les 6toiles ont 
6prouv6 un mouvement de rotation autour du p61e de 
Tecliptique egal au chemin sid6ral angulaire decrit par le 
soleil 0^0115; or la vilesse angulaire siderale du soleil est 
par jour 59 '8". 

La sphere 6toilee a done raarch6 dans le sens direct autour 
du pdle de Tecliptique de : 

0^X0,015x59 '8 = 50" 

Si, au contraire, avec Gopernic nous regardons le sysleme 
etoile comme fixe, ainsi que le plan de Tecliptique, nous 
dirons que le point y retrograde de 50" par an, ou d'un 
tour en 26 000 ans. 

Au point de vue geom^trique les deux manieres de parler 
sonl equivalenles; elles ne le sent plus au point de vue m6ca- 
nique, depuis que Newton a montre que le phenomene de la 
pression rattach6 a ['attraction et au renflernent Equatorial de 
la terre est en somme \^ phenomene de la toupie dans le ciel. 

Le fait geometrique de la precession s'etait encore revel6 
a Hipparque d'une autre maniere; ses predecesseurs Aris- 
lille et Timocharis avaient determine 200 ans avaut lui les 
longitudes 6cliptiques d'un grand nombre de belles eloiles; 
Hipparque en reprenant cette determination trouva toutes 
les longitudes accrues de 2%5, la distance de ces astres au 
p6le de TEcliptique n'avait pas varie sensibleraent. 

En realite, ce n'est pas seulement le plan de T^quateur 
terrestre dont Torientalion par rapport aux eloiles change 
lenteraent, mais progressivement; Tecliptique lui-m6me 
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repr^sente un plan variable par rapport aux 6loiles, mais 
ces changements elaient beaucoup trop faibles pour 6tre 
apergus d'Hipparque. 

Pour terminer avec ces g6neralit6s sur les principaux 
reperes des mouvements des aslres, nous rappellerons la 
definition de la duree du jour solaire inoyen. 

On imagine un soleil ficlif qui parcourerait Tequateur 
durant Tann^e tropique avec une vitesse angulaire cons- 
tan te et egale au moyen mouvenient du soleil vrai; la dur6e 
qui s6pare deux passages cons6cutifs de cet astre a un 
m6ridien (arbitraire) est le jour solaire mo^jen. 

Si Ton voulait d6finir Torigine physique du jour solaire 
moyen en un lieu, il faudrait preciser les 6poques oil le 
soleil vrai et le soleil fictif ont m6me ascension droite, c'est 
ce qui resulte de la « th6orie du soleil » qui sera inci- 
demment rappel6e un pen plus loin. 

II est aise de voir que I'annee tropique renferme juste un 
jour sid6ral de plus que de jours solaires moyens; on d6duit 
dc li, et de la longueur de Tannee indiqu6e plus haut, que 

365,242 217 
1 jour sid^ral = 1 jour solaire moyen X qar 91'->9i" 

En d'aulres termes : 

86400 secondes de temps sid6ral valent 86164 secondcs 
de temps moyen. Nous verrons un pen plus loin que Tanu^e 
siderale est, sauf de petites fluctuations periodiques, com- 
tante, or le mouvement de precessioji n'^tant pas constant 
et 6prouvant de petites variations extrfimement lentes dont 
la m6canique c61este assigne la valeur, il en resulte que 
Tann^e tropique est variable. Tannic tropique est aujour- 
d'hui plus courte de 12 secondes environ que Tannee tro- 
pique du temps d'Hipparque. 
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Voila ce que Tastronome aid6 de la mecanique peut 
aujourd'hui affirraer. 

On voit done que dans le ciel les rep^res g6om6triques 
observables et I'horloge solaire ne nous oflFrent pas des 
points d'appui rigoureusement invariables 

Ceux-ci resulteroni des lois mfimes des mouvemenls 
aslronomiques. 

Ces lois dependent d'une loi 616mentaire que nous regar- 
dons aujourd'hui comme extrfimement simple et dont la 
d6couverte est intimement liee aux notions de la mecanique 
moderne que nous devons a Galil6e. 

Dans la prochaine leyon nous exposerons Thistoire de la 
decouverte de Tattraction, c'est-a-dire Thistoire de la nais- 
§ance simullan^e de Tastronomie et de la m6canique. 



II 



Copernic, Tycho-Brah6, K6pler, Galil6e, Newton. 



La provision des mouvements int6rieurs du sysleme L^auvre 
solaire vu de la lerre est un probl^me qui interesse le 
navigateur autant que Tastronome. Les mouvements 6tu- 
di6s, d^ailleurs, sont ou lr6s simples ou fort compliqu6s, 
suivant le systeme de coordonn6es adopte ; le syst^me de 
coordonnees inaugur6 par Copernic, et dont le choix devail 
6lre d6cisif pour les progres de Tastronomie, a son origine 
au centre du soleil et non sur la terre. 

Avant de commencer Tetude des plan^tes, une premiere 
6tude indispensable 6tait T^tude du mouvement du soleil 
par rapport k la terre ; cette 6tude avait 6t6 faite en partie 
par les anciens astronomes, qui ne se pr^occupaient que 
de Tobservation des coordonnees angulaires. Les anciens 
savaient fort bien que le mouvement angulaire du soleil 
par rapport a des axes orient6s sur les etoiles et passant 
par le centre de la terre est fort loin d'6lre rigoureusement 
uniforme, mais comme ils ne voulaient pas renoncer a 
rhypothese d*une orbile circulaire parcourue uniform6menl, 
ils admirent que la terre n'occupait pas tout a fait le 
centre de Torbile du soleil, mais qu'elle en etait peu 
61oign6e. Telle est Thypothese de Vexcentriqne^ que le 
calcul traduit ais^ment : 

Soient C le centre de Torbite du soleil, suppos6e circulaire 
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et 
et 



parcourue uniform6menl, T la position de la terre, Ty 
Cy' deux droiles paralleles dirig^es vers la direction 

commune qui sert de depart aux 
longitudes 6cliptiques. Soit n le 
moyen niouvement du soleil egal 
a 59 '8", soit T^ le temps ecoul6 
depuis le dernier passage du soleil 
au perif/ee en So ; Tangle SoCS = 
m sera nT et difFerera de Tangle 

A 

Sots d'une petite quantity 
p — TSG que Ton pourra calculer 
en m6me temps que la distance 
r zz TS de la maniere suivante. La 
consideration du triangle GTS nous 
Y Y* donnera enfaisantSG=: R,TG=:rf, 




V 



A 



r sin p = d sin m 
r cos ;) r= R — d cos m 



formule d'oii Ton d^duit en faisant ^ = c. 



tgp 



1 — cos m 
e sin m 



ou, en remplacant la tangcnte du petit angle p par cet 
angle lui-m6me mesure avec Tunite trigonometrique 
d'angle, laquelle est 6gale au rapport du nombre de 
secondes a la valeur 206205 du rayon en secondes 



;)=r206265"^-33 



e sin m 



e cos m 
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ou, en n6gligeant des termes en e% 

p = 206265" e sin m 

nous aurons 

Soit vi la longitude du point So, on aura pour la longi- 
tude L du soleil en S 

L = nT+x6 + 206265" e sin m 

soit, d'ailleurs, X^ la longitude moyenne k Tepoque initiale, 
on aura / et /« d6signant ies dates de passage en So et S 

L = fit — lUo + ta; + 206265" e sin m 
tj = iCo + nto 

d'oii, en ajoutant et remplacant m par X^ + nt — xi 
L = iCo + n/ + 206265" e sin {X, + nt — Ti^) 

celte formule contient, en outre de n, Ies constantes X^, ^ 
et e^ que Ton d^lerminera par Tensemble des observations 

A 

annueiles ; on trouverait ainsi ^ = j^ car Tobservation in- 
dique une relation empirique de la forme 

L = iCo + w/ + 1°56' sin. [Xo + nt — i.^) 

la valeur ^ = 35 est conforme aux observations des coor- 
donn^es angalaires du soleil, mais elle est en contradiction 
avec Ies observations modernes des diametres apparents 
du soleil qui out montr6 que la distanced r, au lieu de prendre 
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les valeurs extremes proportionnelles k 1 — -^- et 1 -f .- 
prenaient les valeurs extremes 1 — i- et 1 -i- 1 
De la r^sulte que les deux espfeces d'observalions seraient 
bien representees non plus par les formules : 



TT = I — C COS m 

tg p = e sin m 



mais par les formules approch6es : 



igp-=e sin (£„ + nt - xri) ^^ " ^'*^ ^ j 



Seulement ces formules ne conviennent plus a la theorie 
de Texcentrique. Gelle-ci doit done 6tre abandonnee comme 
Kepler fut amene a le reconnaitre dans reiude du mouve- 
ment de Mars autour du soleil, nous verrons comment tout 
a Then re. 

Indiquons, d'abord, comment Tetude progressive des 
mouvemenls des planeles peutfitre conduite dans le systeme 
de Gopernic, dans Thypolhese (qui devait 6tre v6rifi6e) oil 
les orbites des planetes, vues du soleil, seraient k peu pres 
circulaires et k peu pres trac^es dans un seul et mfime plan, 
le plan de reclipliquc. 

L'observation permet de saisir par interpolation les 
moments oh les longitudes du soleil et de la planele etudi^e 
ou bien sont egales, ou bien diflFerent de 180°. Ces moments 
que les astronomes s'allachaient a determiner avec preci- 
sion, se succedent periodiqnement a des intervalles de 
temps distants d'une dur6e ^gale k la revolution sijnodique 
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de la plan^te. Si n' est le moyen mouvement de la plan^le 
et n le moyen mouvement connu de la terre dans son mou- 
vement antour du soleil, tons les deux exprim^s en degr6s 

par jour -^ sera la revolution synodique, celle-ci cqnnue 

fera done connaitre n. 

D'ailleurs les observations des conjonctions permettent k 
elles seules d'6tudier le mouvement angulaire de la planMe 
puisqu'elles fixent la position de celle-ci en coincidence 
angulaire avec la position de la terre, par rapport au soleil 
et que cette dernifere position est bien connue par T^tude 
prealable du mouvement du soleil. 

Les moyens mouvements de la terre et de la plan^te 
n'6tant pas en rapport simple, les positions de la planete 
observ6es en nombre suffisant, se r6partiront finalement k 
pen pres sur toute T^tendue de Torbite. Et comme le mou- 
vement est suppose periodique, il finiraainsi par 6tre connu. 

De plus, si on connait approximativement le rapport des 
diametres 2 R et 

2 R' des orbites de _.--::^ ^ 

la terre et de la ^-----"^"""^^^^ I 

planfete, on pent k *"'" '^ Jr q 

chaque opposition 

et k chaque conjonction deduire de la latitude observable, 
vue de la terre, la latitude de la planete, vue du soleil, 
ou latitude heliocentique; car soient STP, les positions res- 
peclives du soleil, de la terre, de la planete au moment 
d'une opposition, c'est-a-dire quand les astres se projet- 
tent sur la mfime droite STQ, du plan de T^cliptique, 
I'angle PTQ est la latitude observable ?', PSQ est la 
latitude heliocentique p; or le triangle STP, donne de 
suite : 
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Sin. (r--S)_ R 
Sin. .S' ' -"K' 

relation qui fera connallre p si le second membre est connu. 

Quant a ce rapport ^,, on pent le deduire de Tetude 

prealable du mouvement angulaire de la planete par rapport 
au soleil et d'une observation angulaire de la planelo, vue 
de la lerre, car alors dans le triangle TPS on pent sitiier 

mi m^me niomejit les trois directions 
TS, SP, TP. Le moment d'une quadra- 
ture est le plus favorable. 

Les circonstances favorables admises 
favorisent grandement les approxima- 
tions successives que Ton vient de re- 
sumer. 

L^oBuvrede Au lemps d'Hipparque les erreurs des determinations 

^^ ' angulaires pouvaient atteindre l** et m6me 1%3; les mesures 

analogues des astronomes arabes comportaient des erreurs 

de 4 ^ 3 minutes d'angle. Tycho-Brah6parvint5a;w/e secours 

des lunettes a reduire ces erreurs a 1 '. 

II y parvint grdce a Textr^me attention qu'il accorda aux 
perturbations que la r6fraclion atmospherique apporte au 
vis6 des astres; il dressa, en cffel, une table de corrections 
qui pour des distances zenitliales de moins de 60* s'accorde 
avec les tables modernes a 12" pres. 

Le grand ol)scrvatciir danois decouvrit aussi une in^ga- 
lil6 importante du mouvement de la lune, mais c'est surtout 
par ses observations precises accumulees qu'il a servi la 
science; il prcpara les mat6riaux que Taudacieuse imagi- 
nation de Kepler allait utiliser. 
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K6pler n'avait pas, pour reconnaitre la faussete de la L'oBUTre 
th^orie de rexcentriijue , le secours de la mesure plus mo- 
derne des diamelres apparenls du soleil, mais fort heureu- 
sement les variations proporlionnelles de distance de la 
lerre au soleil sonl notablement plus faibles que les varia- 
tions proporlionnelles de la distance du soleil k la planfete 
Mars, en sorte que, dans une premiere approximation, Thy- 
pothfese de Texcentrique appliqu6e a la terre en mouvement 
autour du soleil, satisfaisante d*ailleurs pour le mouvement 
angulaire, et malgre son insuffisance pour representor les 
variations de la distance terre-soleil, n'empficha pas K6pler 
de reconnaitre Tinsuffisance de la m6me th6orie de Texcen- 
trique pour representor a la fois le mouvement angulaire de 
Mars et les variations proporlionnelles de sa distance au soleil . 

Dans Tetude de Mars, K6pler, desireux d'utiliser le plus 
grand nombre possible des observations pr6cises de Tycho, 
ne se conlenla pas de la melhode d'observation indiqu6e 
plus haul et utilisee depuis Gopornic; il eut recours a I'arti- 
fice suivant : la duree de la revolution siddrale de Mars 
deduite de sa revolution synodique, comme on I'a vu, 6lail 
connue, elle est de 687 jours ; K6pler eut Tidee d'associer 
deux par deux les observations de Tycho 
en reunissant ensemble celles de ces 
observations que s^parait une duree de 
687 jours ; la situation identique P de 
la planete a ces deux moments forme 
avec les deux positions connues T' et T 
de la terre un triangle de base TT', 
dans lequel les directions T'P et TP sonl separement obser- 
vables. La position de la planete, commune aux deux 
epoques, pent done 6tre relevee. 
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Or K6pler reconnut qu'il 6lait impossible de relier les 
positions diverses de P par une courbe circulaire. 

Ghoisissait-il un cercle passant par trois des positions 
de P et essayait-il de placer sur ce cercle rextr6mit6 des 
lignes de vis6e de la planete relevees de la terre a diverses 
6poques, K6pler, quoi qu'il fit, ne parvenait jamais a mettre 
d'accord les diverses observations avec le trac6 du cercle, 
et des erreurs de 8' persistaient dans le mouvement 
angulaire de Mars. 

Gomme les observations de Tycho elaient exactes a 1 ' 
prfes, rhypolh^se de Texcentrique etait d6finitiveraent con- 
damn6e. 

Apres bien des tdtonnements , K6pler reconnut que Thy- 
pothese d'une orbite elliptique satisfaisait k Tensemble des 
observations de Tyclio. 

Le soleil occupe le foyer de I' orbite elliptique de Mars : 
telle fut la premiere loi decouverte par K6pler. 

Mais ce n'6tait la qu'un premier pas dans la connaissance 
th6orique du mouvement; Tancienne Iheorie de Texcentrique 
avait Tavantage de definir un argument geometrique pro- 
portionnel au temps; cette theorio une fois condamnee, il 
fallait a tout prix retrouver un argument geometrique 
proportionnel au temps. L'anglo decrit par le rayon vecteur 
^manant du centre de Tellipse pas plus que Tangle d6crit 
par le rayon vecteur 6manant du soleil, ne remplit ces 
conditions. 

K6pler reconnut que les vitcsses par jour en longitudes 
aux deux moments ou Mars passe au perihcUe et a VaphcUe 
(extremil6s du grand axe de Tellipse decrite) sont en raison 
inverse des carres des distances au soleil de Mars a ces 
mfimes epoques. 



t 
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Si r et ;■' sonl ces distances et aL et aL' ces vitesses 
en longitude, on a 

r*AL = f'*AL' 




d'ailleurs les secteurs balay6s en un jour 
par les rayons vecteurs r et r' ont sen- 

siblement pour mesure \r^{^L) et ^r'* (aL'), (aF-.) et(AL') 

designanl les mesures trigonometriques des angles AL et 
aL' ; ces deux aires sont 6gales, d'apres la remarque de 
K6pler, 

Ayant ainsi devin6 la fameuse loi des aires, et la suppo- 
sant applicable a tout le cours du mouvement, Kepler duf, 
avant d'aller plus loin, r6soudre ce probl^me de g6om6trie : 

Un point M d^crit une ellipse de mani^re que le rayon 
vecteur SM, qui joint le point M a 
Tun des foyers (le foj/er actif) de 
Tellipse, balaye une aire propor- 
tionnelle au temps ; d6terminer en 
fonction du temps le rayon vecteur 
SM : sa longueur et sa direction. 

Voici la solution que K6pler 
donna de ce probleme avant I'apparition du calcul inte- 
gral : 

Soient Po la position de Mars au pdrihdie, v Tangle 

A 

PoJSM ou anomalie vrate, le centre de Tellipse ; soient enfin 
/ le temps ecoule depuis le moment du passage en P« a 
celui du passage en M, qui est le moment acluel ; OPo~rt, 
OSo = c = ae {e d6signe Vexcentriciic de Tellipse). Eva- 
luons d'abord Tairc du secteur elliptique PoSM au moyen 
d'une variable convenable ; cette aire pent, comme on sait, 
6lre regardee comme la projection d'un secteur bord^ par 




24 PROBLt;ME DE K^PLKR. 

 

un arc de cercle ; decrivons sur le grand axe AoPo de 
I'ellipse comme diamelre une circonKrence, el consid6rons 
un mobile M' se mouvant sur celte circonference dans le 
mfimie sens suivant lequel le point M decritrellipse, cesdeux 
points 6lant assujetlis a avoir conslamment une commune 
projection X sur AqPo ; envisageons I'aire du triangle mix- 
tiligne ay ant PoS et SM' comme c6tes et Tare de cercle 
PpM' comme. base, si Ton fail tourner ce triangle autour 
de PoS et d'un angle <p dont le cosinus 6gale le rapport du 
petit au grand axe de Tellipse ou v^i — e«, ce triangle se 
projettera suivant Taire du secteur elliptique cherch^e ; 
celle-ci sera done egale au produit de Taire du triangle 
mixtiligne PoSM' par yi— c». 

D'ailleurs, les angles 6tant exprira^s avec i'unil6 analy- 
tique, soil ii = PoOM' = anomalie excentrique. 

aire PoSM' =l aire secleur PoOM' — triangle SOM' =. - a^u — ^ a* c sin u 

Done, aire PoSM = - «* y i — «* (w — « sin u) 

D'ailleurs soit T la dur6e de la revolution de M sur Tor- 
bite, I'aire de Tellipse cca* v^i — «» 6tant decrite dans le 
temps T, on aura d'apres le principe des aires qu'il s'agit de 
verifier^ 

^ a* v" 1 >- c* (tt — c sin u) = ^^ i 

Tangle u s'exprime done en fonction de / par Tequation 



tt — e sin w ~ ni 



(« = '^) 



qui porle le nom d'equation de Kepler. 
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Pour exprimer v el r ea fonction de u, rappelons une 
propriete bien connue de I'ellipse; en d^signant par x la 
projection de OM sur le vecteur OS, on a 

r = a — ex d'ailleurs x = a cos u 

done r = a {I — e cos ti) enfin T^quation polaire de rellipse 

^ = I 1 ^ ^^^ .. fera connaitre v 

1 -f- ^ cos v 

on Irouve en 6galant les deux valeurs de r 

1 -c» 



1 — e cos u = 



1 + * cos t; 



d'oii Ton tire cos v et par suite aussi tg ^ w 



*4''=v/m'«f« 



Les Equations 



u — c sin tt — lit 
r = a{\ — e cos fi) 



(^i. = y/;^;,i. 



r^sument la th6orie du mouvement elliplique. G'est au 
moyen de ces formules que K6pler calcuia la position de 
Mars. 

Et c'est alors que, les ayant trouv6es conformes aux 
observations, il annonga k Terapereur Rodolphe que Mars 
^tait en/in prisonnier stir parole. La loi des aires est g6n6- 
rale et r6git le mouvement elliptique de chaque pianete, 
du moins k Tapproximation nouvelle. 
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La loi des aires justifie la correction empirique, signal6e 
tout k rheure, qui peut 6tre faite a la th^orie de Texcen- 
trique. Soit compl6 le temps / a partir d'une 6poque quel- 
conque ; negligeant e, on a, comme on Fa vu en nommant 
iCo la longitude moyenne et L la longitude vraie, 

m 

et en porlant dans I'^quation de I'ellipse 

i 4" * COS ir 

puis, en negligeant les puissances c*, e'..., etc., 

a{[—e^) 



r == 



1 + ^ cos (£o + ^^ — ^^) 



la loi des aires donne alors 



«' (I — e-y [1 + e cos (^0 + 111-^16]' dL=:n\'^ — e^ a^ dl 

ou, en negligeant les termes en e*, 

rfL = ndt [1 + 2e cos {^^ + ^^ — w)J d'oii a cetle 

approximation 

L = ^0 + «^ + 2tf sin (gLo -f nt — i.;) 

Gette formule, jointe a 

r = « (1 — e cos ?/) ou approximativement 
r = a [\ — e cos. (^^ + ^*^ — <•>)] est conforme a la cor- 
rection empirique signalee plus haut. 

Dans le dernier ouvr^ge de K6pler intitule les Harmonies 
dtf Monde, et apres des reveries etranges on trouve une troi- 
si^.me loi qui fut le couroanement de TcBavre de K6pler. 



LES FONOATEURS. 27 

Les distances moyennes des diverses planfetes au soleil 
sonl proporlionnellement les suivantes : 

Mercure a = 0,39 



Venus 


= 0,12 


Terre 


— 1 


Mars 


a - 1,52 


Jupiter 


— 5,20 


Salurne 


= 9,58 



Apres bien des Idtonnements K6pler eut Tidee de compa- 
rer ces nombres aux dur6es des revolutions T sid6rales des 
m^mes planetes : celles-ci sont proportionnelles aux nom- 
bres suivants : 

Mercure T = 0,2408 

V6nus T = 0,6iol 

Terre T == 1 

Mars 1 = 1,881 

Jupiter T=r 11,863 

Saturne T = 29,457 

Les T croissent plus vite que les a, K6pler verifia que 
les fl' croissent plus vite que les T, il eut alors Tidee de 

3 

former la puissance interm6diaire ou les a% il trouva les 
valeurs proportionnelles suivantes : 



Mercure 


3 

a2 = 0,241 


VeJnus 


3 

a»= 0,615 


Terre 


3 

a' = l 


Mars 


3 

«5 = 1 ,874 

•I 


Jupiter 




0* = 11,86 

«1 


Saturne 


a'' = 29,46 



1 



28 l'acc£Uration. 

On voit Taccord du tableau des a^ avec le tableau des T, 
ainsi fut verifi6e la Iroisieme loi de K6pler. 

Les carpus des durres des revolutions des planetes sont 
proportionnels aux cubes des grands axes de letirs orbites, 

L'auvre La grande OBuvre de Galilee reside moins dans ses de- 

deGalil6e. ... ,. i 

couvertes astronomiques proprement dites que dans ses 
creations de g^ometre et de m6canicien. Nous lui devons la 
notion de Vacc^lcration et le pressentiment du principe 
general de Tequilibre des systemes : le principe des vitesses 
virtuelles. 

' Je ne rappellerai pour le moment que la notion de Tac- 
c61eration. 

Au point de vue strictemeni analytique, la continuil6 
d'un mouvement n'implique pas Texistence k chaque instant 
d'une Vitesse J attendu que la continuity d*une fonction n'en- 
traine pas necessairement I'existence d'une fonction derivee. 

Consid6rons un mouvement d6crit dans un certain systeme 




dc coordonnees et devant une certaine horloge; soit M la 
position actuelle a Tepoque t du mobile et M' sa position a 
une epoque infiniment voisinc t -\- dt. 
Supposons que le vecteur MM' tende vers une direction 
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limite MV et que le rapport ^- tende vers une limite finie 

quand dt tend vers z6ro. 

La courbe trajectoire admettra une tangente en M, et si 
Ton porte sur cette tangente et dans le sens du mouvement 
un vecteur, qui a une 6chelle arbitraire repr^sentera la limite 

de ^-^, le vecteur ainsi d6fini porte le nom de vitesse. 

Gonsid6rons maintenant un mouvement dans lequel la 
vitesse du mobile soit a chaque instant d6finie. Par un 
point O lie au syst^me de coordonnees qui enregistre le 
mouvement de M menons une droite OP representant en 
grandeur, direction et sens, la vitesse V du mobile M a 
Tepoque /, on definit ainsi une courbe D parcourue par le 
point representatif P, supposons que le point P possede k 
chaque instant une vitesse, nous appellerons acceleration 
du mobile M a Tepoque / la vitesse j du point figuratif 
P associ6 a M au mSme instant. 

Soiont P et P' deux positions inliniment voisines du 
point associe aux epoques t el t -{- dt oh. le mobile est en 
M et M' la vitesse V est la somme geom^trique de la 
vitesse V et d'une vitesse infiniment petite representee par 
la corde PP'. Geile-ci, aux infiniment petils du second ordre 
pres, pent 6tre identifiee avec le vecteur jdt produit de 
Tacc^leration j par Taccroissement infiniment petit du 
temps dty cela r6sulte imme liatement de la definition de la 
vitesse du point P. Telle est la notion de Tacceleration que 
nous devons a Galilee, qui a ete completee par Huyghens 
et qui devait conduire Newton des lois tres ap[)rochees de 
Kepler k la loi exacte des mouvements des plauetes. 

Avant de retracer Toeuvre de Newlon, observons deji 
que la notion d'accei6ralion est toiite entiere subordonneo 
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au systime de coordonnees et a I'horloge qui enregistrent le 
ynotivement. Cette remarque a d'importantes consequences, 
sur lesquelles je reviendrai plus loin. 

L'cBuvw df Quand le mouvement d'un mobile est connu, son accele- 

Newton. 

ration est par cela m6me connue ; la recherche de racc6l6- 
ration n'ajoute done rien k la connaissance du mouvement, 
on aurait tort d'en conclure que cette recherche est st6rile. 

II peut, en efFet, arriver que le mouvement 6tudi6 ne 
soit connu qu'approximativemenl, racc616ration elle aussi 
sera connue par approximation ; mais si Ton veut pousser 
plus loin Tapproximation, il peut aussi arriver que la cor- 
rection de racc616ration se laisse deviner et s'exprime en 
une loi simple, tandis que les 6quations definitives en 
termes finis du mouvement corrig6 soient d'une nature 
beaucoup plus complexe et cachee. 

Or, c'est pr6cis6ment ce qui est arriv6 en astronomic. 
Les loia du mouvement elliptique d6couvertes par Kapler 
ne sont qu'approch^es ; comment les corriger ? 

Newton, se proposant de determiner racc61eration dans 
les mouvements K^pieriens, aboutit a un resultat remar- 
quablement simple; mais la simplicity et la beaute g6o- 
m6triques de ce premier r6sultat n'ajoutaient encore 
rien au probleme physique approximativement r6solu par 
Kepler. 

Au contraire, lorsque Newton eut d6couvert le principe 
de Tegalite de I'action et de la reaction, une generalisation 
immediate de Tacceieration des mouvements Kepl6riens le 
conduisit a la decouverte de Tattraction reciproque, qui 
reste encore aujourd'hui le dernier mot du physicien dans 
le probleme des mouvements interieurs du systfeme solaire. 
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Telles sont les d6couverles m6morables qu'il nous resle a 
retracer. 

Newton r6solut d'abord la question suivante : 

Trouver Tacc^leraiion dans le raouvement Kepl6rien. 

La solution de Newton repose sup les iheoreraes de 
Huyghens sur la force centrifuge dans les.courbes quei- 
conques ; on arrive plus rapidement an but de la maniere 
suivante : 

Soient S la position du soleil, foyer actif de I'ellipse 
Kepl6rienne, P la situation de la planete k Tepoque /, p 
la distance du foyer S a la tangente en P i I'ellipso, v la 
vilesse de P; a Tinclinaison du rayon vecteur r sur le 
grand axe de Torbite, « et e le demi-grand axe et Texcen- 
tricite de cette ellipse; Taire decrite par le rayon vecteur r 
dans Tunite de temps a pour expressions simultanees les 
produits 

I?" «^ 2 'It 

elle a aussi pour expression Taire -k a^ v^i — «« de Tellipse 

divisee par la duree T de la revolution de la planfete ; on 

aura done 

i \ J dot 7c a* x/i — '•* 

JP^ — J^ dl - f 

Soit q la distance du second foyer de Tellipse a la tangente, 
on a, d'aprfes une propri6t6 connue de I'ellipse, 

dhs lors, menons parte second foyer un vecteur 6gal et 
parallele a v; puis, faisons tourner ce second vecteur 
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d'un quadrant dans le sens retrograde. Ce vecteur sera 
egal a 

T p — T ^ a^{\-^e^) ~^ t vTT^T* ' 

ce vecteur repr6senlera done, au facteur ^^ , '^ pr^s, la 

1 V I — e* 

distance du second foyer k son sym6lrique H par rapport 
k la tangente. 

D'apres la definition de I'acceleration , la grandeur de 
celle-ci sera au m6me facteur constant pres la vitesse du 
point H, qui decrit d'ailleurs le cercle directeur de centre S; 

oette derniere vitesse est done go 77 ^^^ d'apres la valeur 
indiqu6e plus haut pour ^. T t— ^ 

la valeur de Tacceleration sera done 

Sa grandeur est DONG INVERSEMENT PROPORTIONNELLE 
AU CARRfi DE LA DISTANCE DE LA PLANETE AU SOLEIL ; 

quant k la direction de racc61eration, nous savons qu'elle 
coincide avec celle de la vitesse du point figuratif des 
vilesses ; or, cette derniere vitesse, apres une rotation 
retrograde d'un quadrant autour du second foyer, est 
devenue la vitesse circulaire du point H, perpendiculaire 
au rayon SH; une rotation directe d'un quadrant autour 
du point H ramenera la vitesse du point figuratif a son 
orientation convenable; on obtient alors la direction HS, 
pour direction de I'acceleration cherch6e de la planfete P. 
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Done : 

Les dsiux premieres lois de K6pler expriment que Vacci- 
liration de la plane te est a cheque instant dirigee vers le 
soleil et qu'etle est inversement proportionnelle au carre de 
la distance des deux astres; le coefficient de proporlionnalit6 
est, comme on vient de le voir 



T 



la Iroisieme loi de K6pler monire que ce coefficient est le 
m6me pour toutes les planeles; done : 

L'acc^l&atiofi que le soleil prodtiit sur une plafiite, reduite 
a l'u7iite de distance, est constante d\me plane te a I' autre, 

Cetle remarquable interpretation des lois de K6pler ne 
leur ajoute rien, au point de vjae physique ; on pent dire 
seulement que si on adopte la loi d'acceI6ration indiqii^e 
par New-ton pour un mobile M fictif soumis a rinfluence 
du point S ET SI l'on admet de plus que la loi adoptee 

SOIT IND6PENDANTE de la position ET DE LA VITESSE INI- 

TiALE DU MOBILE, — on constitue alors un probl^me fictif 
nouveau. 

Un ealcul elassique de . mecanique rationnelle d6montre 
que le mobile M d6crira une section conique et que si la 
valeur de la vitesse initiate ne d^passe pas une certaine 
limite definie par la distance initiale r^ des points M et S, 
cette section conique sera une ellipse. II est remarquable 
que la grandeur seule de la vitesse initiale (et non sa di- 
rection) intervienne dans ce crit6rium. 

— Voyons maintenant sous Tinfluence de quelles id^es 
Newton a pu corriger les lois de K6pler. 
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Galilee, comme les Grecs d'ailleurs, croyait k un espace 
absolu p6n6trable a la mati^re ; il croyait aussi a un mou- 
vement natiirel de la matiere en cet espace, mais tandis 
que le mouvement naturel des Grecs 6tait circulaire et 
imiforme, le mouvement naturel et spontan6 de la mali^re 
est pour Galilee le mouvement recliligiie et imiforme. Et si 
on adopte, au moins provisoirement, cette fiction d'un point 
d6nu6 de dimensions et en lequel on aurait concentre une 
certaine quantity de matiere ou de la masse, on pent, si Ton 
accepte le point de vue de Galilee, adopter les definitions 
suivantes. 

Un point materiel sur lequel n'agit aucune force se meut 
d'un mouvement rectiligne et uniforme, mouvement qui 
comprend comme cas particulier le repos. 

C'est la en r6alit6 la definition de la force sero. 

C'est une difinitioii cinematique qui n'est valable que dans 
un systeme de coordonnees special et avec une horloge par- 
ticulifere : fespace absolu ou dans tout systeme de coor- 
donnees qui a un mouvement de translation rectiligne 
^ ^ompm par rapport k celui-ci. 

Mais, enrealite, le mot force qui intervient ici, se pr^sente 
avec le souvenir d*une autre idee. 

Lorsque dans des circonstances donnees nous nous op- 
posons au mouvement d*une masse donnee, en la retenant 
avec le bras par exemple, nous avons la sensation d'un 
effort musculaire, 

De plus, nous avons une idee a prioid : c'est Tidee de 
rindependance des causes. 

Voici un wagon qui descend, lentement d'abord, une 
pente douce, plusieurs hommes s'opposent a son mouvement 
et le retiennent, ils ont chacun la sensation d'un effort isole' 
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et ils diront inslinctivement : notre effort total fait 6quilibre 
d la tendance que le wago7i a a descendre. 

Oil sera dans celle experience si simple la mesure de 
Veffort individuel, et la mesure de Veffort collectif? La 
notion de Veffort est-elle trop subjective, retenons le wagon 
au moyen d'un ressort tendu ou de plusieurs ressorts tendus; 
supposons par exemple que le ressort restant toujours dans 
le m6me 6tat, le wagon demeure immobile ; il est naturel 
de regarder la pesanteur du wagon sur sa pente et faction 
du ressort, comme 6tant s6par6ment dSfinissables, bien 
que les deux causes soient reunies par le fait de ce m6me 
6quilibre. 

Sans approfondir pour le moment la notion de force, 
disons seulement que la force 6tant conQue comme une cause 
vectorielle distincte du mouvement, elle pent 6tre envisagee 
soit au point de vue statique, soit au point de vue dynamique. 

Au point de vue statique, les forces appliqu6es en un 
m6me point se composent g6ometriquement comme les 
vecteurs : de la r6sulle la mesure statique des forces, par 
exemple leur comparaison avec des poids. 

Au point de vue dynamique, on admet qu'une force donnee 
produit une acceleration sur un point libre, acceleration 
qui est en raison inverse de la masse du point et en raison 
directe de la force. 

Nous reviendrons dans un autre chapilre sur les condi- 
tions multiples qu'implique une pareille hypothfese, nous 
voulons seulement ici montrer le rCle historique jou6 par 
cette hypolhese en astronomic. ' 

Lorsque deux corps viennent a agir Tun sur Tautre par 
un contact, ils eprouvent la mutuellement des pressions 
qui sont egales et contraires. 
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Tel est dans son cas le plus simple le principe de Tegalil^ 
de Taclion et de la r6action. On va voir comment Newton 
Ta generalise. 

Soity Tacc^leration que le soleil exerce sur une planfete P, 
si m est la masse de cette planete, mj sera, conform6ment 
aux idees de Galilee, la force motrice qui fait devier la 
planete de son mouvement rcctiligne et uniforme. 

Dans Tidee de Newlon, cette action 6manant du soleil 
sur la planete doit 6tre accorapagn^e d'une action coniraire 
6gale de la planfele sur le soleil si M est la masse du soleil 
et si J repr6sente racc616ration du soleil, non plus dans le 
systeme de coordonnees de Copernic, niais dans tespace absolii; 
on devrait avoir si le soleil et la planete etaient setds en 
presence 

«- , • J .Ma 

m; = M J SI done on suppose ; = -:r 
on trouvera aussi J = —J^ 

d6s lors Tacceleration produite par la planete sur le soleil 
serait proportionnelle a la masse de Tastre attirant. 

Newlon admit, par voie de generalisation, que tons les 
616ments du sysleme solaire sont soumis k leurs actions 
mutuelles conformement k la m6me loi, ou qu'il suffit de 
prendre la r6sultante geometrique des actions de cette na- 
ture exerc6es par tons les corps du systeme sur Tun d'entre 
eux pour avoir la force produite sur une des plan^tes P par 
le soleil et par les autres planeles. 

Dans cette hypoth^se soient Xi y, Zi les coordonnees cart6- 
siennes absolues de la planete P, de masse w?,; soient ar^ y^ z^ 

les coordonnees cartesiennes d'nne autre planete [i^j\ de 
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masse m^ ; enfin soient x^ y^ z^ les coordonnees absolues 
du soleil et mo sa masse; dans les idees de Newton, on 
aurait pour les equations des mouvements absolus de n 
plan^tes. 

(*' X\ X\ — X| . Xo — X\ 

-rrr =^- i-j tni = — + ifio 5 — 



^ ^i „ 2j '— ->i , *po — *>i 



•r. T . ♦. 



:r = ii m, 



*' --''"J ry' ^'"' ri„» 



mp — 



et pour celles du soleil 



fl Xq ^_ X\ Xn 



— Si Mi 



dl* - -.-. J 



10 



II ^^y" X. ,„ !/i — yo 






, ^^2 - -."-. ,, 3 



10 



Ces Equations sont inulilisables sous cette forme, car 
Torigine absolue nous fait defaut; mais on en deduit le 
systfeme suivant : 

or \Xi — Xo) ^_ , ^ ^o ~"~ ^» I V *^J "^i 

jTj =(Jli + mo)  3 +^i^J y.. a 

"' '10 ' IJ . I CJ \ 



rf*(si — ao) ^ , .Zo 



V «, yj .Vi f ; i 



•r. 



rfan.? lequel ne figurent que des coordonnees relatives an 
systeme de coordonnees de Copeniic, 

Telles sont les equations differenlielles qui servent de 
point de depart k la m^canique celeste. 
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Ces equations ne peuvent 6tre integrees que par approxi- 
mations successives, mais leurs consequences satisfont 
pleiuement les astronomes. Remarquons seulement que les 
Equations III seraient encore satisfaites si on ajoutait aux 
seconds membres correspondants des Equations I et II une 
mfime arbilraire. 

On peut done dire que : 

Les mouvements interieurs du syst^me solaire sont les 
mimes que si, dam uti systeme de coordonn^es orienlc sensi- 
blement sur les 6toiles, chaque Element du systeme eprouvait 
line acceleration qui serait la risultante geometrique d'line 
acceleration commune arbitraire et des accelerations dues 
aux attractions neivtoniennes mutuelles des differentes par- 
ties du systeme, 

— La pesanteur universelle. — Indiquons enfin comment 
Newton verifia I'identile de Tattraclion astronomique et 
de cette force que Tliabitude semble nous rendre plus fami- 
liere : la force de la pesanteur. 

I/identite des deux forces etait apparue k Newton comme 
tres probable vers 1666 (I'illustre yeometre avait alors 
24 ans ; mais c'est seulement en 1682, qu'il connut le 
resultat de la mesure du meridien faite en France par 
Picard, et qu'il put entreprendre le calcul num6rique propre 
k la verification de son id6e grandiose. 

Voici la marche de ce memorable calcul, fait aujourd'hui 
avec toute la precision possible : 

Gertaines planetes out des satellites qui circulent autour 
d'elles suivant les lois trfes approch^es du mouvement 
elliptique, et qui reproduisent ainsi autour de la planete 
un petit monde en miniature, image du monde solaire. 
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Notre terre a un satellite, c*est la lune; si a est le demi 
grand axe de Torbite lunaire parcourue pendant la periode 
T, racc616ration produite par Tattraction de la terre a 
runit6 de distance est, comme on Ta vu. 



Pour une petite masse placee k la distance p da centre, a 

la surface de la terre, Tacceleration serait — 7p — j 

Mais ce n'est plus par Tobservation d'un satellite nou- 
veau que nous pouvons la mesurer, c'est par I'observation 
directe de la chute des corps, ou mieux par les observations 
du pendule ; ces observations font connaitre la valeur g 
de racc616ration de la chute des corps et r6galit6 nui?i6- 
rique que Newton se proposait de verifier est 

-.fi- p-7 = ff ou encore .V^ p ^ g 



si ff est exprim6 en metres par seconde il faudra naturel- 
lement mesurer la longueur p en metres et T en secondes; 

quant au rapport - , il est astronomiquement connu. 

Voyons maintenant les faibles corrections que ce calcul 
comporte et dont on pent donner une id6e sans faire appel 
aux formules de la m^canique celeste. 

La formation du premier membre — L ^ de Tfegalite 

precMente suppose le systeme lune-terre soumis k la seule 
action mutuelle des deux astres; en ce cas, comme le 
montrent les 6quations III (quand on y fait fUj^^o) il faut 
compter comme masse attractive produisant le moyen 
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mouvement lanaire, non pas seulement la masse de la 
terre, mais la somme des masses de la terre el de la lune, 
or la seconde est evaluee par les astronornes g^^- de cellc 
de la terre ; raccel6ration imputable a la terre seule agis- 
sant par sa seule masse k I'unitfi de distance doit done 
6tre prise egale k racc616ration astronomique -4p— reduite 
dans le rapport 

—J—- . 4«»fl' 80,1 

1 -f i ou environ -rps— x 7~-r 

81,1 

De plus, Taction perturbatrice du soleil allege Taction de 
terre sur lune d'une quantite dont la valeur moyenne est 
de ,>^^^„,^ de Taction terre-lune et la cause de cet allegement 
est facile k comprendre : soit M la masse du soleil, m celle 
de la terre, D^ la distance moyenne de la terre au soleil, 
a la distance moyenne terre-lune. 

L'acceleration produite par le soleil sur un corps plac6 a 
la dislance Do est ^rin Tacc61eration du soleil sur la lune 

Do 

aux moments de la conjonction et de Topposition est 

M , M 
et 



(Do -a,* ^ .;Uo + fl; 



or, vu la petitesse du rapport -^ la diCFerence 

Do 



(l)< 



^ — TTi 6st sensiblement egale a tt? -n 

— ay Do^ ® . Do' Dc 



a Tepoque des quadratures, la projection sur la droite terre- 
lune de Tacc616ration produite par le soleil sur la lune est 

sensiblement 

M_ a_ 

'W Do" 
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ainsi aux syzygies (conjonclioas et oppositions) le soieil 
produit une diminution de la pesanlcur de la lune vers la 

terre ="-nT tt ^^ ^^^ quadratures un accroissement de 

M a 

pesanteur = -j^- -tt- 



'O ^0 



il y aura done une sorle de diminution moyenne de rat- 
traction de la terre sur la lune 6gale a 

1 *LiL 

2 D«* D, 

coraparons cette force a la pesanteur de la lune -, 

D'ailleurs soit To la duree de Tann^e, T la revolution 
sideraie de la lune, M et m sont proportionnels a 

le rapport de Tinfluence du soieil a la pesanteur de la lune 
sera done I (fj* = ^^ environ. 

L'6galit6 num6rique k verifier sera done 

On substituera dans le premier membre de Tequation E 
T en secondes = 27\3216 X 86400 
p = rayon du parallfele de Tellipsoide terrestre dont la 
colatitude X verifie la relation cos' X =q; parce que c'est 
sur ce parallfele que la pesanteur depouillee de la force 



42 PESANTEUR UNIVERSELLE. 

centrifuge due a la rotation de la terre repr^sente Tattrac- 
tion d'une sphere homogene de rayon p. On a d'ailleurs 
p = 6 371 000 metres, comme il r6sulte de T^tude de la 
figure de la terre. 

D'ailleurs le rayon Equatorial de la terre 6tant po> on a 
d'une part p, =6 378 284" et d'autrepart- = 60,273. 

On trouvera ainsi pour le premier memore de Tegalite E 
le nombre 9'",8 21S par seconde; or les observations du 
pendule en divers lieux du globe donnent pour la valeur 
de g sur le parallele dont on vient de parler : 

^ = 9,8 212 

La diff6rence des deux nombres 9,8 21S et 9,8 212 est 
O^jO 003, elle est de Tordre des erreurs d'observation faites 
sur g ou sur les autres el6ments du calcul. Ainsi est done 
verifiee I'identite de rallraction astronomique et de Tattrac- 
tion a la surface mfime de la terre. 

— Les Equations III de la mEcanique cEleste renferment 
tmplicitement par leurs termes m^ les corrections qui doi vent 
6tre apportEes aux mouvemenls KeplEriens; ces pertur- 
bations apportent dans la disposition des orbites approchEes 
des changements analogues a ceux de la precession, il est 
remarquable que les moyens mouvements et par suite aussi 
les grands axes des orbites approchEes n'Eprouvent que des 
variations p6riodiques. 

Mais nous arrfiterons ici notre excursion sur le domaine 
astronomique. 

II nous reste a apprecier Tinfluence que la dEcouverte 
de Tattraction a exercee sur la mEcanique generale. 

"- II est impossible de nier que les conceptions dyna- 
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miques de Galilee n'aienl conduit Newton vers la d^cou- 
verle de ratlraclion. 

Mais si la notion de la force a joue un r61e hislorique 
dans cette memorable decouverle, il faut bien convenir 
que son rflle astronomique est purement cinematique . 

Les masses en definitive ne jouent la que le r6le de 
simples coefficients, le probleme consiste dans la prevision 
de mouvements. 

Le mode de prevision des mouvements qui a si admira- 
blement reussi en astronomic merite d'6tre parliculiere- 
ment soulign6. 

U acceleration de chaque point du systeme a pu 6tre 
predite, non pas en fonction de Vhenre qxCil est, mais en 
fonction des positions des difTfirents points du systeme. 

Quand racc616ralion est ainsi d6finie pour chaque mobile, 
comme fonction des positions (on dil comme fonction de 
points) et que les vitesses el les positions initiales sont 
regardees comme des circonstances accessoires et arbi- 
traires, incapables de modifier la loi admise pour la 
prediction des acc61erations, on dit que le systeme consid6re 
est soumis an dclerminisine mecanique. 

Y a-t-il des poslulats gen6raux de la mecanique indepen- 
dants de cette hypothfese si speciale? C'est ce que nous 
examinerons dans la prochaine lecon. 



Ill 



Les postulats et les principes g6n6raux de la m^canique 



— II y a en m6canique deux 6coles qui se dislinguent 
suriout Tune de Tautre par la maniere donl elles congoivent 
la notion de force. 

— Pour certains esprits il ny a h considerer dans 
Tunivers que des masses en mouvement, pour eux la force 
molrice d'un point materiel est le produit d'un certain 
coelficient posilif relatif a la quanlile plus ou moins grande 
de matiere qui est condensee en ce point par le vecteur 
acceleration. 

Cette definition est legitime a condition de ne pas oublier 
qu'elle est subordonn6e aux deux reperes du mouvement 
(axes ct horloges) a Tegard desquels le mouvement est d6fini. 

Montrons d'abord Tinfluence de Thorloge dans la defini- 
tion de Tacceieralion : soit ^ le temps marqu6 a I'horloge a, 
et 6 le temps marque a Thorlogc a, soienl x, i/, ^, les 
coordonnees carl6siennes du mobile. Soient j et y les deux 
accelerations du mfime mouvement envisage dans les deux 
horloges a el a, les projections des vecleursy el y sur les 
axes sont respectivemenl : 



It — ai^ 


I 


d^x 


Jy dt^ 


Y 


d^ll 

^y tie* 


^i di* 




d*5 
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On a d'ailleurs pour toule fonction u de i envisag6e 
CQmme fonction de o. 



du du dt , rf*u d^u /'dt\f 



u «rn» /dt\f . dud«< 



On aura done, en d6signant par w,, t^y, w„ les projections 
de la Vitesse u relative k la premiere horloge : 



dx ( . /c//\« , d«/ 

*** == dT IT' =J\dO + '*' ;?5« 

__di/ \ _ . M\s , '^' 

^y — dt i Tv— jj/Vrfo/ I "''de* 

ds f . /d«\a . d«i 



d< 



. /d«\a , (tu 

r- =^» U; + "^ dp 



Ces Equations expriment que le vecteur y est la somme 
g^ometrique du vecteur jl^\ porte dans la direction de/ 
at du vecteur u jp compl6 dans la direction de u ou dans 
la direction contraire suivant que g est positif ou n^gatif. 

Nous exprimerons qu'un vecteur A est la somme g6om6- 
trique de deux vecteurs B et G par V^galite vextorielle : 

A^B + C 

,. soit : egale giornHnquement ^ 

Le signe " s enoncant ; • „ 

soit : eqiitpoUent a : 

avec cette notation condens6e, nous pouvons ecrire : 
6galite ou les lettres y, y, u sont des vecleurs et les quan- 

lit^.S (-rrj et TT-, sont NUMfiRIQUES. 
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CHA.NGKMENTS DE REP^RES. 



Soit m la masse du point en mouvement, 
si la force molrice est P =: tnj sous la premiere horloge et 
(p =?wy sous la seconde, on aura 



4> 



^(S) + 



mu 



dH 



mu est ce qu'on appelle Timpulsion dans le premier mou- 
vement, designons ce vecteur par I, on aura 






Quant k la mani^re dont la force ou Tacc^leration varie 

avec ce systfeme de coordonn6es, elle r^sulte d'un th6o- 

reme bien connu de Goriolis que nous allons rappeler. 

Rappelons d'abord un theor^me de g6om6trie. 

Quand un systeme rigide S' (repr6sente par trois axes 

O'X', O'Y', O'Z') se d^place par rapport a un systeme 

rigide S (repr6sent6 par trois axes OX, OY, OZ), le d6place- 

ment rigide du sysl^me pent 6lre oblenu par une transla- 

2 tion rectiligne S' egale 

au d6placement recti- 
ligne du point 0' suivi 
d'une rotation du sys- 
teme S' autour d'un axe 
passant par la nouvelle 
position de 0'. I/axe et 
la grandeur de cette ro- 
tation sont 6videmment 
ind^pendants du point 
0' choisi dans le corps 



.y 



-X' 
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S', puisque cette rotation d6fiait le changement d'orienta- 
tion du corps. 

On conclut de la que si Ton considers un point M' lie 
invariablement au syst^me rigide S', la vitesse de ce point 
dans son mouvement par rapport k S est la somme g6o- 
m6trique de la vitesse da point o' et de la vilesse du point 
M' entrain^ Jans la rotation. Si le point M', au lieu d'etre 
li6 invariablement au systeme rigide, est en mouvement 
relatif par rapport a ce systeme, il suffit d'imaginer que 
du temps / au temps / + cf^ sa trajectoire C est entrainee 
avec S' et que le mobile M', d'abord maintenu fixe sur 
celte trajectoire, n'6prouve son deplacemenl relatif qu'aprfes 
rarriv6e du systeme S' en sa seconde position; de la 
r6sulte immediatement que la vitesse du point mobile par 
rapport au systeme S est la somme g6om6trique de la 
vitesse d'entrainement du point M' (entrain6 fixe sur S') et 
de sa Vitesse relative. 

Supposons toujours connu le mouvement de S' par rap- 
port h S et le 
naouvement re- 
latif de M', 
cherchons en- 
core Tacc^lera- 
lion de M' dans 
son mouvement 
par rapport au 
systfeme S. 

II sera com- 
mode, pour cette recherche, de rattacher Tacc^ldration a la 
deviation, et considerant les deplacements entre les 6poques 
/ et ^+ dt infiniment voisines, de prendre pour point 0' 
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la position M' du mobile k T^poqiie t. II s'agit de situer 
d'abord exaclemcnt le point mobile k T^poque t -\- di. 
Et d'abord, nous allons situer exactement la trajecloire. 
Pour cela, donnons au systeme S' une translation cta^vi- 
ligne egale au d^placement continu M'N du point M' par 
rapport a S, la trajectoire M'C vient alors en ND' ; puis 
faisons tourner cette trajectoire autour de Taxe NI avec 
une Vitesse angulaire convenable Q, elle viendra en NE'; 
soit, d'ailleurs, M'H' le d6placement relatif de M', le point 
H' vient en v apr^s la premifere translation et de v en v' 
apres le second mouvement de rotation. 

Portons, d'ailleurs, sur la tangente k M'C le d6place- 
ment tangentiel egal au produit de la vitesse relative v^ par 
r616ment dt du temps 

portons de mfime tangentiellement k la trajecloire MN le 
d6placement tangentiel d'entrainement 6gal au produit de 
dt par la vitesse d'entrainement v^ 

Wk = vM 

soil B le sommet oppose a M' dans le parallelogramme 
conslruit sur M'A' et M'A comme cfltes contigus; si Ton 
joignait M'B, on aurait (d'aprfes le theoreme sur la compo- 
sition des vitesses) le deplacement tangentiel relatif k la 
trajecloire absolney de sorte qu'en joigiiant les points B et 
v', le vecleur Bv' sera la deviation dans le mouvement 
absolu. Soit, d'ailleurs, la droile NH men6e de N egale et 
parallele a M'A' ou i AB. On a 6videmment sur la figure 



--» 



Bv'^BH + Hv + vv' 




d'ou, en mullipliant par jr 
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— » 



2 ?L^2 BH , 2Hv . 2vv^ 
dt' ^ dt^ "•" di^ "^ dr- 



faisons lendre dt vers zero et passons k la limite. 
On a d'abord 



"•"* 



lim. ^^-T^ ;z:^ acc616ralion absolue :=: ja- 

2 BH 2 AN 

lim. -^ m: lim. -t-j- " acceleration d'entrainement ';=x j, 

2Hv 
lim. -T-j- =; acceleration relative ?=: 7,. 

2^' 



Reste a evaluer la limite de 



dt 



Observons d'abord que le point H est a une distance du 
point V de Tordre de dt^, c'est-a-dire du second; le point v 
est d'ailleurs a une distance infiniment petite du premier 
ordre de Taxe NI. Les deplacements des points v et H dus 
a une mSme rotation Qdt autour de NI sont done aux 
quantites infiniment petites du troisieme ordre prcs egaux 
et parall^leSy soit H'" la position de H apres la rotation 
Q dt on aura done 

,. 2vv' ,. 2inr 
hm. -^ = hm. ^-^ 

Or, si a designe Tangle IINI de la vitesse relative et de 
laxe de rotation NI, on aura 

HH" = NH sina Qdt=Vr sin a dt^ Q 



•^0 l'^cole du fil. 

done enfin la limite num6rique de -^ est2t?^ sin a a; sa 

direction est perpendiculaire a u^ et i a. 

On pent encore dire que ce vecteur compl6menlaire est 
le double de la vilesse du point figiiratif de rextr6mil6 du 
vecteur qui repr6senle la vilesse relative Vr lorsqu'on fait 
tourner ce point figuratif aulour d'une parall^le k la rota- 
tion Q raen6e par Torigine de la vitesse v, et avec cette 
Vitesse de rotation Q; designons cette acceleration com- 
plementaire due k la rotation Q par ja et nous avons pour 
exprimer le theoreme de Coriolis r6galit6 

En multipliant par m^ masse du point mobile, on aura 
Force motrice dans le syst^me S^ Force motrice dans le sysl^me S '+ mj + m;Q 

— Ce th6or^me de Coriolis et Tinfluence signalee plus 
baut du cbangement d'horloge montrent nettement que si 
dans un syst^me en mouvement il y a d6terminisme m6ca- 
nique, ce d6terminisme m6canique ne pent pas 6tre regard^ 
comme une propri6t6 invariante a Tegard des repferes du 
mouvement. 

— II y a en m6canique une seconde 6cole que Ton pour- 
rait appeler Tecole slatique ou des liaisons, ou encore 
r^cole du fil : 

Le point de vue pref6r6 de cette 6cole repose sur la 
conception de certains corps de masse negligeable envisages 
a Ydlat de tension^ c'est-a-dire capables d'acquerir une cer- 
taine forme et une certaine dimension, au-del& desquelles 
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celles-ci ne varient plus que fort peti^ mais servenl a Irans- 
melire des eflforls analogues a reflfort musculaire, el Ires 
considerables. 

Tel est un fil. 

Si Ton n6glige r6paisseur et la masse de ce fil , on peut 
admeilre que les Ires pelils allongements du fil lendu au- 
dela de sa longueur normale peuvenl suffire k preciser 
dans chaque cas Tefifort que ce fil transmet. 

En juxtaposant plusieurs fils identiques et les faisant agir 
sur un til unique, on pourra dresser une table des allonge- 
ments proportionnels de ce dernier en corr6lation avec sa 
tension, qui produit ces allongements. Gette tension sera 
d6finie par le nombre des premiers fils qui 6prouveront 
un allongement relatif determine. 

Dans cette manifere d'envisager les choses, la composition 
des forces repr6sente un ph6nomene reel, car la tension de 
chacun des fils qui tirent simullanement sur un mdme corps 
est un ph^nomene observable isolement. 

Cette conception de la force autorise a se demander quel 
sera Tefifet de I'application d'une force a ce point materiel. 
Quelle modification va-t-elle apporter au mouvemenl acquis ? 

Pour rendre plus nette la reponse a cette question, 
revenons sur les definitions de la vilesse et de Tacc^ieration, 
au point de vue de la continuity. 

£tant consid6r6 un instant /, on peut envisager le mou- 
vement dans le pass6 ant6rieur i / et dans le fulur pos- 
t^rieur k t\ nous faisons agir la force durant cette seconde 
phase; la force 6tant constante en grandeur et direction, il 
y a lieu de se demander comme elle va modifier les 616- 
ments du mouvement. 

Elle pourrait modifier brusquement la vitesse et il y aurait 
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alors lieu de distinguer entre une Tilesse finissante et 
une Vitesse commencante de valeurs inegales. 

De m6me pour racc6I6ralion. Or on admet que la vilesse 
reste invariable, mais que race6l6ralion finissante n'est pas 
6gale k racc6l6ralion commenganle, Texces g6om6lrique 
de la seconde sur la premiere est, on Tadmet, propor- 
tionnel a la force qui agit sur le point materiel consid6re. 

Getle loi 6tant admise, il est bon d'observer qu'elle a une 
signification ind6pendante du sysleme de coordonn6es : en 
eflfet, la vilesse finissante a Pepoque / 6lant 6gale a la vi- 
tesse commencante a T^poque /, le theoreme de Goriolis 
montre alors que si I'accfileration commenganle et Tacce- 
l6ration finissante dependent separ6ment du syst^me de 
coordonnees adopts, la difference de ces deux acc6lerations 
imputable i la force est independante de ce systfeme, pourvu 
bien entendu que les deux syst^mes de coordonnees soient 
en mouvement continu Tun par rapport k Tautre. 

Quant au changement d'borloge, il est facile d'appr6cier 
son effet sur la loi qui nous occupe : 

Soient j et y les accelerations commenQantes sur Thorloge 
a qui marque le temps t et sur Thorloge « qui marque le 
temps 6; soient j' et y' les accelerations finissantes sur les 
m6mes horloges, on a, comme on I'a vu, en d^signant par 
V la vitesse sur Thorloge a 

^,(dty , (Pt 
on a de mdme 

• ^-^ \dl)+''lW 
on conclut de 1^ 
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done sauf rinlroduction d'un facleur dependant des 
horloges la proportionnalite de la force a I'exces de I'acce- 
l^ation finissante stir I' acceleration commenqante ne depend 
pas des reperes du mouvement. Si par exemple Texp^rience 
faisail connaitre qu*une force F slaliquement connue produit 
a difKrenles ^poqiies experimenlales 6 des variations y' — r 
d'accel^ralion dans le mouvement nalurel d'un mfirae point 
materiel, et si Ton avail F j=! H (y ' — y) H d6signaut un coeffi- 
cient posilif, fonclion de 6, on pourrait toujours definir un 
temps t lei que Ton eiit F^A(y' — j) (A = conslanle) 
11 suffirait de definir la marche de Thorloge a par rapport 
a rhorloge a au moyen de la relation 



=/ 



v/ll 



et on pourrait appeler t le temps absolu. 

— Dans le mfime ordre d'idees, il est inleressant 
d*observer que Ton pent donner une definition cinemalique 
des masses qui, bien que cin^matique, est independanle des 
reperes du mouvement; cette definition est fondee sur le 
fait de rimp6n6trabilite de la matiere; voici ce qu'il faut 
entendre par la. 

Consid6rons deux corps solides de dimensions n^gli- 
geables A et B, auxquels nous sommes libres de donner 
des impulsions et qui, abandonn^s ensuite a eux-m6mes, 
ont un mouvement coniuui quelconque dans un certain 
systeme de coordonnees, nous pouvons disposer des impul- 
sions initiates pour amener bientdt les corps a se choquer. 
L'exp^rience indique que lorsque les corps arrivent en 
contact avec des directions de vitesses qui am^neraienl, 



54 LNE D#.FIN1TI0N DES MASSES. 

si elles se mainlBnaient^ une penetration de3 masses, 
les deux corps 6prouvent des changements de vilesse 
qui, dans un intervalle de temps assez court, si les corps 
restent en contact, sont tres considerables par rapport aux 
eflfets que les atUres causes ambiantes continues peuvent 
produire. 

Soient, dans ces conditions, u et u' les vitesses des corps 
A et B un pen avant le choc, et u + Aj, u' -f Aj' leurs 
vitesses un peu aprfes le choc, on adniH comme confonne. 
aux fails que quelles que soient les conditions du choc 
renouvele il existe deux nombres positifs meim' constants 
verifiant la relation vectorielle. 

mAu + m'A'j' :=^ 

De plus, si, laissant le corps B fixe et faisant par exemple 
m' = if nous s(5parons le corps A en deux parties a et a', et 
si fjL et \l' sont les valeurs du coefficient m altribuees aux 
portions a et a' dans leur choc avec B, la valeur du coeffi- 
cient m attribue au corps A dans son choc avec B sera 

Telle est la definition cinematique des masses ; elle est 
ind^pendante des reperes du mouvcmenl, car si, laissant 
rhorloge fixe, on change le sysleme de coordonnees, 
soient ui la vitesse avant le choc dans le sysleme Sj el u^ 
la vilesse de A, soit W la vilesse d'entrainement du lieu 
commun des deux corps dans So par rapport au sysleme S, 
on aura, la vitesse W ne variant pas par le choc, 

avant le choc u^ -_ uo + \V 
> , , pour A 

et apres le choc ui + Aui = uo + Ajo -f- W 

done Aj, = Auo on verrail de m6me que Au, ' = Auo' 
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le changement d'horloge ne change pas non plus la relation 
entre Au et Au', puisque la relation est homog^ne par rap- 
port i Au et Au'. 

Tout ceci suppose, par la continuit6 de W, que les sys- 
lemes de coordonn^es soient simples spectateurs du choc^ 
mais qu'ils n*y participent pas. 

Dans le cas ou les systemes de coordonn6es adoptes 
seraient definis au moyen des positions et des vitesses de 
corps autres que A et B, il faut adraettre que ces elements 
sont independants des vitesses de A et de B. 

II en est bien ainsi si on regarde les corps comme formant 
des systemes de masses s^par6es. 

II n'en serait plus de m6me si on regarde les corps comme 
plonges dans un milieu materiel continu. 

En ce cas la definition des masses par le choc exige la 
presence d'un systfeme de coordonn6es indifferent au choc^ 
mais Tinfluence du milieu sur le choc reste tout a fait 
obscure, et nous n^avons d*ailleurs plus affaire ici a deux 
simples corps de dimensions negligeables. 

— La definition classique de la masse derive de la loi de 
la proportionnalite de la force k la variation daccel&atioji 
qu'elle produil. 

Si on adopte Thorloge absolue dont il a 6t6 question 
plus haut, le coefficient de proporlionnalite est uue simple 
constante dependante de la nature du point materiel, c'est 
cette constante qu'on appelle la masse. Gette definition n'a 
d'ailleurs de sens que dans la conception statique de la force. 

— Si Ton rapproche la definition cin6matique des masses 
de la definition classique, on voit qu'on les conciliera en 
admetlant que le choc des deux corps developpe des actions 
mutuelles qui, agissant pendant chaque element infiniment 
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petit dt de la duree courle mais fiaie du choc, sont deux 
a deux egales et contraires. G'est le poslidat de rdgalite de 
raction et de la reaction sous sa forme la plus simple : la 
pression niutuelle de deux corps en contact. 

— Toutes les indications qui pr^cfedent sont, je ne saurais 
trop insisler sur ce point, independantes du principe de 
rinertie, elles suffisent a developper cetle partie de la m6- 
canique, qu'on appelle la mecanique des liaisons et dont 
nous aliens maintenant nous occuper. 

i 

— L'idee de liaisons dans les corps nalurels est Tdme de 

toute la Mecanique analytique de Lagrange ; quelques 
g6ometres, plus analystes que mecaniciens, ne veulent voir 
dans ridee maitresse de Lagrange qu'un artifice de calcul, 
c'est m6connaitre etrangement la profonde pensee de Tau- 
teur. 

De m6me que la decouverte de TaUraction est roeuvre 
d'un geometre eminemment physicien, de m6mc la notion 
des liaisons revele dans la pensee de Lagrange un sens 
profond et experimental de la mecanique. 

S'il est possible do reconstituer la r6alite par des abstrac- 
tions isolees, nous devons, dans la melliode de Lagrange, 
nous repr6senter Tunivers physique comme le r6sullat de 
la fusion de ces Elements abstraits : la masse, la force et 
les liaisons de positions. 

Sans doute, on pent, et c'est 1^ une id6e de Poisson, 
remplacer toutes les liaisons par des forces, appliqu6es k 
des points materiels libres, mais alors la force sans Tappui 
des liaisons n'a plus que la definition cinematique dont on 
a parl6 plus haul, et pour lui donner un appui sur, on fait 
appel a Vexistence de I'espace absolii ^da,ns lequel le mou- 
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vement naturel des corps serait un mouvernent rectiligne, 
qui, devant une horloge absolue, serait imiforme, 

Au conlraire la force subordoniiee aux liaisons et a la 
plus simple d'enlre elles la liaison fil represente une reality 
(au moins approximative) et qui subsiste independamment de 
loute hypothfese sur le mouvernent naturel des corps libres. 

Ajoutons d'abord que les deux points de vue se com- 
pletent Tun I'autre, car si nous adoptons par exemple 
comme image la plus simple de la force, la tension dun fil 
legerement elastique (tension appr6ciee theoriquement par 
les dimensions du fil tendu), nous ne pouvons produire 
cette tension que par le secours d'une force, soil par la 
traction de notre bras, soit par un poids, le fil qui ne met 
en jeu que des forces naturelles n'intervient efficacement que 
pour nous garantir a sa maniere la Constance de la force 
qui le tend. 

Pour resler impartial entre les deux ecoles il faut ajouter 
que pour pouvoir regarder la masse du fil comme negli- 
geable il faut metlre en jeu des forces considerables. 

Et puis, a vrai dire, nous ne faisons guere que remplacer 
tin absolu par un autre; au lieu d'un seul espace absolu et 
d'une horloge absolue, nous invoquons un nouvel absolu : 
celui des liaisons mol^culaires permanentes, 

Mais cet absolu nous parait plus con forme a la nature 
des clioses que nous manions tons les jours. 

— Le probleme general que nous nous proposons de Probi^me 
resoudre est le suivant : . 5f" ^,. 

de r^quilibre. 

Etant donne un nombre quelconque de points soumis a 
des liaisons, c'est-a-dire dont les deplacements. sont dans 
une dependance connue, Irouver les conditions de T^quilibre 
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de plusieurs forces donn6es appliquees en ces points. 

Nous consid6rons d'abord un cas tr5s particulier; le cas 
id6al oil les points d'application des forces donn6es forme- 
raient un ensemble rigide. L'impoptance de ce cas tient 
d'abord, non seulement k ce qu'il est ivhs approximative- 
ment r6alis6 dans les solides natureis, mais encore et 
surtout a ce que les conditions d^^quilibre des corps rigides 
sont toujours necessaires sinon suffisantes a Tequilibre des 
solides natureis. Avant d'insisler un pen sur ce point, 
precisons d'abord ce qu'il faut entendre par des forces 
donn6es, quand la figure et la position des points M d'appli- 
cation est susceptible de varier. 

On pent d'abord supposer que k chaque point individuei- 
lement design^ du syst^me on associe une force de grandeur 
et direction invariable par rapport k un systeme donn6 S 
(celui par rapport auquei est situ6 Tensemble des points 
donn6s). 

Nous entendrons par liaison des points M dans le sys- 
teme S une d6pendance entre les positions (soit absolues, 
soit relatives) des diflferents points M. 

Au lieu de prendre sur chaque point M une force de 
grandeur et de direction constantes, on peut concevoir 
une force qui varie d'une maniere continue avec la posi- 
tion du point M k Tegard du systeme S. 

Qu'on adopte Tun ou Tautre point de vue, dans tons les 
cas d'equilibre r6alisables pour des solides natureis ayant 
des dimensions comparables dans tous les sens, on constate 
apres I'application des forces une 16g6re deformation et 
quelquefois un 16ger d6placement par rapport aux appuis, 
en sorte que la forme d'equilibre realis^e est un peu dif- 
ferente de celle qui etait d'abord essayee, et cela par le 
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jeu des liaisons ou des forces mol^culaires, mats ce qu'on 
petit af/irmer^ c'est que, dans la position d'^quilibre defini- 
tive^ si on vient a rigidifier le corps^ les forces appliqu^es 
devront satisfaire aux conditions d^eqitilibre d'xtn corps 
rigide. 

Gela lient k ce que nous imaginons qu'il est possible 
d'augmenter les liaisons mol6culaires jusqu'^ la rigidil6, et 
que nous admeltons le postulatum suivant : 

Si des corps soumis a des liaisons sont en equilibre sous 
faction de forces donndes, ils resteront a plus forte raison" 
en la mime situation d'equilibre, si, aux liaisons dejd exis-- 
tantes, on en ajoute de nouvelles. 

II faul, d'ailleurs, se garder, dans cet enonce, A'associer 
a ridee d*6quilibre I'id^e de slabilite ; mais je reviendrai 
sur ce point Irop peu remarqu6 dans un autre chapitre. 

Au point de vue logique, on pent regarder comme un 
cas particulier du postulatum precedent le principe sui- 
vant, qui sert de base a la slatique des corps rigides. 

Si un corps rigide gine ou non est en equilibre sous 
faction de forces donnies, on ne troublera pas requilibre 
du mime corps rigide soumis aux mimes gines en AJOUTANT 
aux forces donnees tout systeme de forces qui serait en equi- 
libre sur le mime corps soumis aux memes gines, 

Lorsqu'on dit le mftme corps, il ne faut pas oublier 
qu'un corps rigide forme toujours le mfime ensemble rigide 
quand on lui adjoint d'autres corps lies invariablement 
k lui. 

D'ailleurs, dans tout systeme de corps (rigides ou non), 
si on regarde Talome comme infiniment resistant, on 
pourra supprimer sur chaque point en equilibre tout sys- 
teme de forces s6parement en Equilibre sur ce poiut. 
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Sous ]e bem'ifice de celte remarque on voit imm6diate- 
ment que le principe peut 6tre encore ^lendu. 

Gonsiderona un groupe de forces S, en ^quilibre sur un 
corps rigide libre ou non, il peul arriver que le groupe des 
forces egales el directement conlraires appliqu^es au mfime 
point, groupe que nous d^signerons par — S( soil aussi en 
^uilibre. 

S'il en est ainsi, consid^rons un corps en equilibre sous 
le groupe de forces S compost des groupes S, et S,, I'6qui- 
libre ne sera pas trouble si on inlroduit en plus le gronpe 
— S, ; mais on peut supprimer Ic groupe S, — S, en Equi- 
libre en chacun de ses points d'applicalion, il ne reste plus 
alors que le groupe S,. 

Done, sur i'hypothfese faite, on a pu supprimer du groupe 
i: le groupe S, en Equilibre partiel. 

[j'hypothese restrictive que les groupes S, et — Si soient 
separEment en Equilibre, peut fort bien ne pas etre salis- 
faile, exemple : un corps est pose sur una table horizontale, 
une force verticale descendante le maintient en equilibre 
en I'appuyant sur le plan, la mfime force verticale ascen- 
dante ne le tient plus en Equilibre. 

Nous admettrons encore les poslulats suivanls : 

Deuxieme poslulat. Deux forces Egales et conlraires et 
ayanl mSme ligne d'action, sont toujours en Equilibre sur un 
corps ngide alors mSme que lews points d'applicalion seraient 
distincls. 

Elles cottstituent loujours «n groupe de force supprimable 
a volant^ sur un corps rigide. 

Troisieme postulat. Si deux forces non nulles se font 
Equilibre sur un corps rigide libre, elles onl m^me ligne 
d'aclion et sonl Sgales et conlraires. 
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Qualrieme postulat. ^tdni donnies detix forces concou-* 
ranies non en equilibre appliqu6es a UN MfiME point 
MATERIEL, il existe toiijours line force capable de leur faire 
Equilibre; la force ^gale et directement contraire a celle-ci 
parte le nom de resultante des deux premieres. 

II en resulte du iroisieme postulat que la resultante de 
deux forces concourantes est completement determin6e. 

Pour la connaitre nous , invoquerons enfin ce dernier 
postulat. 

Cinquifeme postulat : 

La resultante de deux forces appliqu6es k un mfeme 
point materiel est ind6pendante de la position des forces 
k regard du syst^me de coordonn6es par rapport auquel 
ces forces (les fils tendus) sont donn6es, elle ne depend 
que de la ligure invariable form^e par ces forces. Nous 
supposerons de plus que la determination de la resultante 
est continue y c^est-a-dire que si F et F' sont deux forces 
donnees non nulles toutes deux, si on considere suivant 
les m6mes lignes d'action respectives les forces F et F' + e 
la r6sultante des forces F et F' + e, lorsque « tend vers 
z6ro, tendra en grandeur et en direction et sens vers la 
rfesultante des forces F et F'. Nous 6num6rerons ce cin- 
qui^me postulat en disant que 

la composition de deux forces est invar iante et continue. 

— Du premier et du deuxieme postulat on conclut que 
si une force est appliqu6e a un corps rigide on pent, en 
gardant sa grandeur, sa direction et son sens, Tappliquer 
en un point quelconque de sa ligne d'action. 

Le cinqui^me postulat montre que la resultante de deux 
forces egales est dirige dans leur plan suivant la bissec- 
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trice de leur angle. On conclut de 14 un th6oreme bien 
connu que nous allons rappeler. Observons d'abord que si 
ou applique suivant les quatre cdt^s d'un losaDge des forces 
6gales agissant suivant ces cOt^s mais deux a deux paral- 
leles el de sena contraire ce sysleme de qualre forces est 
en equilibre. 
Consid^rons ensuite deux forces commensurabies F et 



F' et soienl AB, AG les vecteurs qui les repr^sentent dont 
les loagueurs sont (pour fixer les id^es) dans le rapport 
des nombres 2 et 3. Par les points de division B,...; C„ 

C que marqueut sur ces vecteurs leur commune raesure, 

sur eux port6e k partir de A, menons des paralleles a AB 
et AC, nous d^composerons ainsi le parallelogram me ABCD 
en 2 X 3 losanges. 

Rempla?ons d'abord les forces donates par leur commuDe 
mesure appliqu6e successivement en AB„ B,B, AC,, C,C„ 
C,C. 

Ajoulons sur les cfit^s de ehaque losange lea forces trachea 
sur la figure et donl ehaque groupe ponctu6 k I'int^rieur 
d'un losange est en equilibre. Soit R la r^aullante des forces 
AB, AC. Consid^rons alors I'^quilibre an point A des Irois 
forces P, F', — R. Maislesystfeme des deux forces donnies 
ainsi compl6l4 par les forces au losange admet d'autres 
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gronpes de forces en 6quilibre, ce sont, en outre de la 
force — R, les forces qui agissent sur un c6t6 commun a 
deux losanges ou suivant les portions des c6t6s ABi AG. 

Ces forces constituent des groupes supprimables confor- 
m^ment au postulat 2, et il ne reste finalement que les 
forces ponctuees agissant suivant les c6t6s BD et CD, 
lesquelles peuvent toules 6tre appliquees au point D. 

Nous avons done 6quilibre enlre la force — R appliqu6e 
en A et les forces F^ F' transport^es parallelement k elles- 
mfimes au point D en (p et cp'. Soit R' la resultante de ces 
deux nouvelles forces, et ajoutons au systfeme pr6c6dent 
les deux forces R' et — R' appliqu6es toutes deux en D. 
Les forces <p, (p', et — R en 6quilibre sur le mfeme point D 
sont supprimables. 

II y a done 6quilibre entre la force — R appliquee en A 
et la force R' appliquee en B, done la ligne d'action com- 
mune de ces deux forces est la droite AD diagonale du 
parall61ogramme construit sur AB et AG comme c6tes 
contigus. 

Le postulat de continuit6 6lend celte conclusion au cas 
ou les deux forces F elF' seraient incommensurables, done 
enfin : la resuUanle de deux forces concourantes est dirigde 

suivant la diagonale ^ 

construite sur les vec- /^^\^ 

teurs, signes reprisen- I ^\^^ 

taJtifs des deux forces *»s^- "7\^ 7 

pris comme cdt^s con- ^\^^^ / ^\,^^ / 

tigus. ^nZ -:^ 

On salt alors com- 
ment le tWorfeme pent se completer. Soit AE pris sur la 

diagonale AD ou (sur son prolongementj la repr^senta- 
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Lion de la force — R, les trois forces AE, AB, AC sont en 
6quilibre. AG est done dirig6 suivant la diagonale du 
parallelogramme construit sur AE et AB comme cdtes con- 
ligus ; la parallele k AD menee par B et la parallfele a AB 
men^e par E doivent se couper en un point P appartenant 
a AG. Les deux figures AEFB, AFBD sont done des paral- 
161ogrammes, et AE =z FB comme FB = AD ; done AE = 
AD. Done 

La resultante des deux forces ¥ et F' est representee en 
grandeur y direction et sens par la diagonale AD du paral- 
lelogramme construit sur les vecteurs sigjies representatifs 
des forces. 

— On sail comment de ce theoreme on peut d^duire la 
th6orie des forces paralleles et toule la statique du corps 
rigide. 

— L'emploi de la m4thode du losauge pour 6lablir la 
composition des forces concourantes oftVe le 16ger incon- 
venient d'introduire d'autres forces que des forces concou- 
rantes, bien qu'elles disparaissent fiualement, et on peut 
d^sirer ne vouloir consid6rer que des forces concourantes ; 
voici une m^lhode qui r^pond a cet objet. Gonsid6rons 
dans un plan un systeme d'axes rectangulaires d'origine 
fixe et un vecteur R faisant dans ce sens direct Tangle a 
avec I'axe des x. On peut se proposer de decomposer la 
force representee par le vecteur R en deux autres, X^ Y, diri- 
gees suivant les axes Ox, Oy ; je dis d'abord que le pro- 
blems n'est possible que d'une seule manifere. 

Gar soit XY une premiere solution et X'Y' une seconde 

X' X 

solution, si yT et Y sont diflferents, on verra sans difficuUe 
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que le groupe de forces X, Y et le groupe de forces X', Y' 
ne saurait avoir des r6sultantes dirig6es suivant la mfime 

X' Y' 
droite, puis l'egalil6 ^r = v" ^^^^^ ^^^^^ 6tablie, on verra 

que si ce rapport est commensurable et different de 1, les 
resultantes des deux groupes (XT') et (XY) seront dans le 
mfime rapport; si le rapport consid6r6 est incommensu- 
rable^ la m6me conclusion subsiste en vertu du postulat 
de continuite. 

Geci pos^, mesurons a avec Tunite trigonom^trique et 
faisons 

X = RF(a) • Y = R4>(a) 

on voit ais^ment par le poslulat de Tinvariance que 

F(a) est une fonction paire et <p(a) une fonction impaire et que 

F (o) = 1 f(| — a) = <p (a) et que Ton a 

F(flc + 8) = F(a)F(p)~.^(a)^(P) 
*(a + p) = 4>(a)F(p) + 9(P)F(a) 

ces propri6t6s seraient caracteristiques des fonclions sin a 
et cos <x si Ton savait que Ton a de plus 

« 

^ lim 5f— =1 quand lim a = o. 

Pour 6viter celte nouvelle supposition, considerons deux 
forces ^gales k P et faisant enlre elles Tangle 2 o> < tu, la 
r6sultanle dirig6e suivant la bissectrice aura une valeur 
que nous d6signerons par 2P^((i)); supposons d'abord la 
fonction y(u)) connue et considerons les forces 

X. = F(a)R lX. = *(a)R 

"'^ Y.=*(a)R ""M Y, = F(«)R 
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r^ultante des forces Ri el Rj peut se trouver d'une 
remiere raaniere el dirigee auivant ia bisseclrice des axes 
X el oY, elle aura pour vaieur 



2 R[F («) + *(«)] 3 



ais ces formes R, el R, 6lanl toutes deux sjmdlriques par 
ipporl k la bisseclrice on aura celte aulre expression de 
. r^sultaote 

ou enlre les Irois fonclions P * j ia relalion : 
(0) [F(a) + *(»)]5Q = g(:-«) 

uant k la fonction g qui esl ^videmmenl paire on peul la 
feterminer de la manifere suivanle. 
Consid^rons qualre forces ^gales symelriques deux i 
eux par rapport a une mgme droite, on pourra, au moyea 
e la fonclion g, delertniner la vaieur de la resullanle de 
eux manicres, on oblicnt ainsi I'^^qnation fonclionnelle 

ff{-': + y) + 9(^-!/) = 2gWjj(y) 

Nous avons d'ailleurs les valeurs iniliales 

^[ 



<i)=o 



Faisons a — y on Irouve alors 



On connailra par r^quation E les valeurs de la forme 



9 



m 



Ges valeurs d'ailleurs coincident par toules les valeurs 
emigres de K et de w avec les valeurs 



Kir 



(^^^{if) 



car r^quation fonctionnelle (E) apparlient aussi k la fonc- 
tion cos X, d'ailleurs la fonction y (x) est supposee continue, 
et comme tout angle x, est compris enlre deux angles de 
la forme 

(K + 1)^ 



Kit 

2« 



2" 
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Si X est compris entre et |, et si on ad met que g {x) 
est positif, celte equation mise sous la forme 

g (x) -\- \ = 2 (/* r 2 J fera connaUre gij] 



Et en continuant ainsi de proche en proche on connailra 



V2O 



(n entier) 



faisons alors de proche en proche : 
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■»V.i 

•■ Vi 
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* = K^. (K = l,2. 



2 



00) 



7U 

* ~" 2" 






I GauPOSmON ANALTTtQUE. 

{x) et cos [x) limite des quanlilfis 6gale3 
3 {-tJ et COS T-^J 

roDt clles-m€mes egaies. 

Ge rgsullat acquis, nous aurons en revenanl k la relation D 

r^s suppression du facteur 

^^" = cos 2 ^ sin - 
F {i) + * (ix) = cos « + sin « 

chaDgeanl « en — n on aurait 

F (a) - * (^) = cos « - sin a 

Qc enfin F {«) — cos a 

* [«) = sin . 

La resullanle R des deux forces rectangulaires X et Y 
. done ia diagouale du rectangle construit sur X et Y 
nme cfltes conligus. 

ja risuUanie de deux forces quelconques s'ea ddduit, 
• considerons dans le plan des deux forces un systSme 
xes Qx ct Oy, soil F la premiere force repri^senlee par 
projections X et Y, qui sont aiissises composantes suivanl 
iixes, et soil F' la seconde force representee par ses pro- 
tions X', Y', qui sont aussi ses composantes X' Y'. 
^es deux forces F et F' equivalent aux qualre forces 
it X', Y et Y', car les deux premieres dirigees suivant 
:e des X ont pour resultante X -|- X' et les deux der- 
res out pour resultante Y -)- Y' ; la resultante des deux 
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forces F ei F' a done pour compos/mtes et aussi pour pro~ 
jections suivant les axes X + X', Y + Y'. 

Mais le vecLeur qui a pour projections suivaut les axes 
X -f- X' et Y + Y' est la diagonale du parall^logramme 
construit sur F et F' comme cflt^s conligus. 

Ed d^linitiTe, la composiliou des forces concourantes se 
r6duil a I'addition g^omfilrique de leurs vecteurs repr6- 
scDlatifs. 

— La m^lhode fonclionnelle que nous venons de suivre 
met en Evidence la proposition suivanle, inl^ressante par 
elle-mfirae : 

Si une operation quelconque mats bien d^termin^e et que 
nous d^signeroQs par le syrabolc + met en jeu des vecteurs 
concourants A, B, G, D, E, F, envisages dans un certain 
ordre, elle conduit a un certain vecteur par sa r6p6tition 
conform^ment aux 6galit6s suivantes : 

A-i-B = A' 

A' + C= A" 
A" + D= A'" 

A"'+E=:A"' 
A"- -i- F 3. S 

ce qu'on ^crira d'uDe manifere abr^g^e : 

A 4 B + C + D -i- E + F = S 

Supposons de plus que I'opfiration exprim6e par le sym- 
bole 4 jouisse des propri6l6s suivantes : 

1° Elle est commutative, c'est-a-dire A 4 B = B 4 A ; 
2' Elle est associative, c'est-i-dire A4{B4C) = A4B4C; 
3" Elle est continue, c'est-a-dire que si t d6signe un 
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icleur dont la longuear tend vera z6ro et les deux vec- 

urs A el A -j- e dont les directions font un angle <■> et 

A 4- « = «• 

La longueur de a a pour limite la longuear de A et p tend 

irs zero avec la longueur de «. 

4° Si les vecteurs A et B sent port6s par la m6me droile, 

ip^ration A 4 B se confond avec Vaddiiion (dgibriqiie des 

gments A 4- B. 

Toute operation qtti jouU de proprit'tes I'nonce'es se confond 

lec la composition geom^lrique des vecteurs qui donne la 

mposilion des forces. 

Gomme application de la composition des forces appliqui^es 
un corps rigide, consid6rons I'equilibre du moufle, et des 
oufles associ^s. 

Un moufle iheorique se compose de deux chassis, I'un fixe 
, I'autre mobile B au-dessous. Ces deux chflssis portent en 
ur plan median des poulies de maniere qu'un lil s'enrou- 
nt successivement sur les poulies de I'un et de I'autre 
lAssis demeure toujours vertical, cette disposition est r^a- 
56e en pla^aut une poulie de plus au chassis snperieur, 
: fil en quiltant la derniere est lendu par un poids P ct 
3ut, s'il est besoin, s'appuyer sur des poulies fixes; il 
St d'ailleurs ilxe sur la premiere poulie A ou s'euroule 
irant d'embrasser celle-ci sur des poulies fixes g, g, d'ou il 
eul se rattacber a la derniere poulie du chassis sup6rieur 
'un mouQe anlerieur el ainsi de suite jusqu'au premier 
loufle de la 96rie. 

Chacun des moufles peut supporter en son milieu un 
Dids qu'il est facile de calculer. Soil n le nombre des 
oulies de B. Coupons le syslcme des fils par un plan XY 
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et consid^rons le chassis mobile el ses fils de support arr6t6s 
i ce plan ; si on neglige les poids des fils, le cMssis sup6- 
rieur sera support6 par 2n tensions T egales k P. La th6orie 
des forces parall^les donne imm6diatement 2 nT = Q, et 
comme T = P (en negligeant le poids des fils) 2nP = Q. 




Nous n6giigeons le poids du chassis inferieur qui pour- 
rait d'ailleurs 6lre 6quilibre par un poids compensateur. 

Gonsid6rons un ensemble de points M mat6riels dont 
chacun est soumis a des forces connues qu'on peut rem- 
placer par leur resultanle R. Si ces points sont indepen- 
dants les uns des autres, leur ensemble ne peut 6tre en 
6quilibre que si chacun des points est lui-m6me en6quilibre, 
ce qui exige que chaque r6sultante R soil nuUe. 



Remarques 
sur les 

sysUmes k 
liaisons. 



BT' '.»"."»• f^^* 
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II n'en est plus de mdme si les points sonl soumis a des 
liaisons. 

Ges liaisons sont r^alisees par des figures interm^diaires 
rigides ou flexibles, suivant le cas; dans les questions 
dynamiqucs, relatives aux liaisons, nous supposerons ces 
interm6diaires depourvus de masse; dans les questions de 
statique nous supposerons seulement qu'aucune force n'est 
direclement appliqu6e k ces inlerm^diaires. Ces liaisons 
peuvent s'opposer a cerlaines forces parliculieres et les 
detruire, mais elles ne cr6ent pas de force. Precisons ce 
point de vue. 

Nous avotis dejd admis le postulatiim dii renforcement 
des liaisons. 

Nous allons le completer. 

Nous distinguerons d'abord les systemes a liaisons com- 
pletes. 

Dans ces systemes les positions de tons les points M ne 
dependent que d'une seule variable. 

Si un systeme n'est pas k liaisons completes on pent, en 
renforgant des liaiso7is, le rend re a liaisons complites, et si 
les forces qui s'exercaient sur lui 6taient en 6quilibre, elles 
seront h. fortiori en equilibre dans le sysleme k liaisons 
complet6es. 

Consid6rons un sysleme de points a liaisons completes 
et supposons qu'un d6placement suffisamment petit de 
I'ensemble de ces points soit gcometriquement possible et 
supposons d'abord que les forces 'se r6duisent a une seule 
TANGENTE A LA TRAJECTOIRE et dans le sens d*un deplace- 
ment POSSIBLE; nous posons en pmicipe que I' equilibre ne 
saurait alors avoir lieu. Si au contraire il s'exerce en sens 
inverse du seul d^placement possible, r6quilibre aura lieu, 
nous I'admettons. 
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Envisageons maintenant un systfeme de points a liaisons 
completes, soumis a des forces quelconques, nous pouvons 
supprimer loutes les forces et remplacer chaque force par 
un fil passant sur des poulies de renvoi convenablement 
plac^es, et attach6 au chdssis infferieur d'un moufle special 
au point consid6r6. 

Le fil qui s'enroule sur les chdssis sup^rieurs des 
moufles cons6cutifs en sou tenant les chdssis inf^rieurs est 
tendu par un poids unique P et circule d^un moufle k 
Tautre jusqu'a ce qu'ii vienne s'attacher en un point fixe. 

Supposons les forces remplacees commensurables, soient 

F, F', F" , ces forces appliqu^es respectivement aux 

points M, M', M" et /", la moiti6 de leur plus grande 

commune mesure, on aura 



F = 2n/*, F = 2n7, F = 2n'Y. 



Les enliers n, n', n" ainsi determines d^finiront le 

nombre de poulies a employer pour produire ces forces F, 
F' au moyen du seul poids P pris 6gal k /". 

liC syst^me ainsi complete est consid6r6 comme Equiva- 
lent au propose. Or, d'apr^s le principe admis plus haut, 
le nouveau systeme sera en equilibre si le de.placement 
d^fini qui pent se produire a pour eflfet 
de faire remonter le poids P. Or, pour 
un deplacement infiniment petit ds du 
point M, le fil d'attache qui reunit ce 
point M a la petite poulie de renvoi la 
plus proche sur le parcours du fil se 
raccourcit entre les points « et M de la quantity ds cos a, a 
designant Tangle de la droite MM' avec aM, le chassis 
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ieur reU6 a M s'eleve done de ds cos « et le fil de 
ort a 2h briDS qui relient les deux chassis gUsse sur 
Qfirae de la quantite 

rfiCosoL (aux inQniment petils du second ordre prcs) 

3ids P descendrait done par le mouveinent consider^ 
L quantile 

s2?trfseos«. 

I condition de I'^quilibre sera done 
S 2 » ds cos a < 

S 2 nfds cos I = S F*k cos a < 

ds cos a pent 6Lre envisage indifferemraent comme le 
uit de la force F par la projeclion ds cos * du chemin 
ur celle force parcouru par le point d'applicalion ou 
ne le produit du depiacernenl ds par la projeclion 
s a de la force sur le depiacernenl. 
I produil infinimcnt petil porle le nom de travail virluel. 
I condition tronv6e tout a I'heure s'exprime alors : 
ms vn systnne a liaisotu incomplrtes en equilibre la 
ne des travavx virtttels den forces relatives h wi di-pla- 
ml du systkme est ntille oh negative. 
le sysleme n'est pas a liaisons completes, la condition 
v6e est ^videmmenl neccssaire puisqu'il y a a fortiori 
librc quand on complete les liaisons, 
ontrons que la condition esl encore suffisante. 
1 effet, si les liaisons sont incompletes el qu'un mouve- 
t se produise on pent loujours completer les liaisons 
nani^re A rendre le sysleme a liaisons completes, tout 
permellanl le mouvement en question, les liaisons 
joutces n'auront aucune fatigue et le mfime mouve- 
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inenl se produira, on aurait done un deplacement 6l6men- 
taire defini dans lequel le travail total serait n^gatif, ce qui 
correspond rait a un mouvement de reraonte du poids, dans 
la realisation des forces par le syslfeme de moufles de 
Lagrange. 

Lorsque le syslfeme est k liaisons renversables, on peut 
imaginer deux syslemes de deplacements infiniment petits, 
6gaux et conlraires pour lesquels le travail virtuel prenant 
des valeurs egales et de signes conlraires, devrait rester 
nul ou n6gatify il est done nul. 

On a done le th^oreme general suivant : 

Si un systeme de points r^unis par des liaisons donn6es 
est soumis k des forces donn6es qui se font 6quilibre sur 
ce systeme, la condition necessaire et suffisanle de cet 
6quilibre est que pottr tout deplacement compatible avec 
les liaisons du systeme la somme des travaux virtuels des 
forces soit negative ou nulle, le dernier cas pouvant soul 
se presenter lorsque les liaisons sont renversables. 

Appliquons ce th^orerae a un corps rigide. 

Par sa nature le travail d'une force, relativement a un 
deplacement donne infiniment petit qui est la somme 
geom6trique de d6placements donn6s, est la somme des 
travaux de la mfime force relativement aux deplacements 
composanls, et le travail de la r6sultante de plusieurs 
forces relativement k un deplacement donne est la somme 
des travaux des composautes relativement au m6me depla- 
cement. 

Rapporlons les forces a un systeme de coordonnees 
cart6sien orthogonal et chcrchons la somme des travaux 
virtuels des forces relativement k un deplacement quel- 
conque du solide. 
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Le travail de la force F relative k un deplacemenl qui 
a pour projections 8j;, By, Zz sera, dans le systeme de coor- 
donnees employ6, el d'apres la remarque de tout a Theure 

X Bit + Y By + Z 02 

Soient d*ailleurs Bj S^ Bj les variations caracleristiques de 
relatives a des rotations respectives Wj w^ w, autour des 
axes et Aj Aj A3 les caracl6risliques des variations resultant 
de translations respectives 5i ^2 ^s paralleles aux axes res- 
peclifs de coordonn6es. 

On aura par exemple pour 6valuer les 03 en employant 
les coordonn^es cylindro-circulaires 

I y = R sin cp i :r = R cos © 
^ I 2 = R cos cp ] y =r R sin 9 

et BaSzrO B3y= R cos(p B(p = 5;S(p 

83X = — R sin 0) Bcp = — y B(p 

la partie correspondante du travail sera done 

(Yx — Xy) Bcp = Yx — Xy) coi 

En envisageant un d^placement parallele aux :r on a 

A,a;=5i 
A,y = 
Ais = 

ce qui reduit la partie correspondante du travail virtuel 
kXl. 

Le travail est une expression lin^airedes w et des?; en 
6galant a z6ro les coefficients de ces variables qui sont 
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ind^pendanles pour un solide libre on aura exprime le 
principe du travail virtuel appliqu6 a ce corps. 

On deduit de 1^ pour les conditions d'6quilibre d'un 
corps solide libre* 

L = S (Yx -Xy) =0 P = SX = 

M = 2: (Zj/ — Y2) = Q ^ SY = 

N - S (Xs — Zx) = R :^ 2Z = 

Ges conditions sont d'ailleurs valables encore en coor- 
donn6es obliques comme on le voit par la m6thode de 
Poinsot. 

— Apres avoir expos6 le principe de la statique des 
systemes a liaison examinons le principe de la dynamique 
des liaisons ou le principe de Dalembert. 

Faisons d'abord quelques remarques sur les liaisons 
envisag6es dans le temps. 

On peut distinguer les liaisons fixes et les liaisons 
variables par rapport au temps; les premieres r^sultent 
d'une relation permanente entre les positions des dififerents 
points par rapport k eux-mfimes ou par rapport au sysleme 
de repferes : tel est un point assujetti k rester sur une sur- 
face bien d^finie ; au contraire, les liaisons variables 
r6sultent d'une relation entre la position des corps et les 
positions de corps ayant un mouvement d6fini. 

Exemple : Un point est assujetti k rester a une distance 
constante d'un autre point qui a un mouvement connu : 
voila une liaison variable. 

De la mani^re la plus g6nerale, on peut concevoir la 
liaison entre plusieurs points comme representee par des 
Equations entre les coordonn6es de ces points et le temps L 

Considerons done un syst5me de points soumis a des 
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liaisons quelconques el actuellement en mouvernent continu : 
les liaisons sonl respectees, chaque point a une vitesse et 
une acceleration bien definies a T^poque t, ce qui veut 
dire, comme on Ta deji dit, que ces quantil6s existent et 
ont mfimes valeurs, soil qu'on considere une courle duree 
qui pr6cMe Tinstant actuel, soit qu'on considere une 
courle duree qui soil eel instant. . 

Supposons qu'i Tepoque t et pendant une courle duree e 
qui suit eel instant, nous fassions agir sur chaque corps 
une force connue; par exemple, nous le meltons en com- 
munication par un fil avec des points donnas el nous fai- 
sons agir le fil de masse negligeable, par sa tension ; que 
va-l-il se passer? 

Si le point etail libre, nous savons qu'en repr^sentant 
par m la masse du point, Teftet de la force F aurait 6te de 
d6vier le point par rapport k son mouvement ant^rieur 
prolong^, d'une quanlile qui, au premier ordre infinitesimal 
pres, eul 6l6 6gal a ~ko«, — ^tant une constante physique 
si / est le temps absolu. Nous admellons avec d'Alembert 
que si ces deviations libres sonl compatibles avec les liai- 
sons, elles se produisent encore malgr6 les liaisons; si 
ces deviations sonl incompatibles avec les liaisons, d'aulres 
deviations se produiront ; decomposons alors chaque devia- 
tion libre en deux deviations, Tune la deviation reelle, 
Taulre que nous nommons la deviation perdue. Gonside- 
rons les forces qui, sur la m^me masse el pendant le 
temps 0, correspondent a ces deviations; celle qui corres- 
pond k la deviation reelle est la force efficace, celle qui 
correspond k la deviation perdue est la force perdue 
moyenne. 

EUe est bien perdue. 
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Or, d'Alembert regarde comme Evident que lorsque 
tend vers zero, les forces perdues lendent vers une limile 
que nous appellerons les forces perdues actuelles et que ces 
forces doivent se faire ^quilibre sur le syst^me a liaisons 
statiques d6finies par Thypolhese t = conslante = sa 
valeur actuelle. 

Si on assimile les forces a des petils chocs successifs, le 
poslulat de d'Alerabert est bien vraisemblable, car si nous 
regardons la deviation r6elle comme due k un petit choc 
dii a rinfluence de la force primitive et des liaisons pen- 
dant le temps o, et que le petit choc du a la force perdue 
s'exerc4t inslanlanement a la fin de I'intervalle 6, il s'exer- 
cerait alors sur le point du systeme soumis aux liaisons 
staliques de T^poque ^ + ^ ; et comme 6 est infiniment 
petit, celles-ci different infiniment peu des liaisons sta- 
tiques a I'epoque t. 

Quoi qu'il en soit, nous admeltrons le principe de d'Alera- 
bert. 

Le principe du travail virtuel est la traduction de 
rinertie slatique des liaisons. Le principe de d'Alembert 
est la traduction de Tinerlie dynamique des liaisons. 

Principe de Gauss ou de la moindre conlrainte. 

Gauss a r^uni les deux principcs dans un 6nonc6 qui 
resume de la manifere la plus lumineuse la mecanique des 
liaisons. 

Soit AMB la trajectoire naturelle du point M faisant 
partie du syslfeme a liaisons, la trajectoire veritable n'exis- 
tant r6ellement qu'en AM ; nous faisons agir entre les 
6poques / et / + 6 la force F. La trajectoire AM va se con- 
tinuer non plus par la courbe MB, mais par la courbe MC, 
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tangente en A A la premifere; soient, a Tepoque / + ^> ^" 
la vraie position du point M et M' la position qu'il aurail 

dans le mouvement prolong^, 

— ► 

M'M" est la deviation r6elle, soient MTI la deviation 
libre et M"H la deviation perdue; exprimons que les 
forces perducs correspondantes se font equilibre, la force 
perdue sera proportionnelle au produit de la masse in du 

point par 2 ^^ 

Soit P Tune des positions que le point M" pourrait 
occuper a T^poque / + ^> ^^ restant soumis aux liaisons, 
on aura, pour exprimer T^quilibre des forces perdues, la 
condition 

(F) 2m.»r'H.M"P. cosPM'41<0 

Joignons le point H au point P, le triangle PM"H nous 
donne 



PH^ = M"H -2M"P.M"H.cosPM"H + M"P 

Multiplions les deux membres de celte 6galite par la 
masse m du point, nous aurons, en ajoulant membre k 
membre les 6galites obtenues, 

2 s /\ 



SfnPH = 2wM"H— 22mM"P.M"HcosPM"H+2mM"P= 



done, en vertu de Tequalion F, 



2mPH>2mxM"H 

Si on compare les positions des points eii vertu des liai- 
sons en P et les positions H ou ils seraient vcnus sous 



LES FONDATEURS. 81 

raclion des forces donnees s'ils 6taient libres de loute 
liaison^ on peut appeler avec Gauss, la somme SmPH , 
ia contrainte du systeme, on aura done ce th^oreme : 

La position du systeme k I*6poque / + ^ est celle pour 
laquelle la contrainte du systeme est minima. 

Ce th6orfeme suppose, bien enlendu, que M'T et M"H 
sont infiniment pelits de m6me ordre. Ce theoreme est 
indipendant des repires du mouvemeni, horloge ou axes. 

Lorsque la force a agi pendant le court intervalle de 
temps et qu'on abandonne le mobile k lui-m6me, le cours 
naturel des choses va reprendre. 

Le principe de d'Alembert n'a de sens que parce que 
nous supposons ce cours continu. 

Mais la m^canique ne saurait 6tre constitute sans une 
hypoth^se ou sans une convention nouvelle. 

Le postulat de d'AIembert nous d^finit /V/a/ naissant 
du mouvement qui va suivre imm6dialement Tinstant t, et 
la variation instantan^e de Tacc^leration qu'accompagne 
imm^diatement I'application de la force au point M k 
r6poque /. 

Le postulat de d'AIembert ne nous dit rien de plus. 

II faut d6finir par une hypoth^se ce que nous appelons 
le cours naturel des choses. 

II faut avouer que nous ne sommes plus guides ici que 
par de vagues analogies. 

Le cours naturel des choses qui plait au m^canicien et 
qui s'est invinciblement impost k Tesprit humain apr^s le 
succfes du d^terminisme astronomique est le suivant, qui 
est un souvenir de la mecanique celeste. 

Considerons dans un systeme de reperes donn6 un ensem- 
ble de points mat^riels^ nous admettons qu'il existe un 

6 
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moyen de pr6dire racc6l6ralion7 de chacun de ces points en 
fonction de sa vilesse V, du temps / et des positions de ce 
point par rapport a d'autres, et par rapport au systeme et 
en fonction de certains paramelres physiques dont la de- 
pendauce avec le mouvement du corps est supposee connue 
par Texperience. 

Ces dependances seraient inaccessibles a Texp^rience si 
les phenom5nes ne se rangeaient en categories approxima- 
tivement distinctes. Je prends un exemple pour mieux 
preciser mes id6es : si Tattraction newtonienne se fait sentir 
de molecule a molecule comme le plienomene des mar6es 
etcelui dela precession Texigent dans la th(5orie de Newton, 
il faudrait strictement conclure que uos mouvements a la 
surface du globe doivent, dans une certaine mesure, avoir 
leur contre-coup dans le ciel : si deux enfants se prennent 
aux cheveux, leur lulle doit certainement faire varier les 
constantes arbitraires du mouvement de la terre aulour du 
soleil, effet n^gligeable certes, mais k tout prendre, de 
m6me nature que Teffet produit par la dislocation d'une 
planete sous Taction de forces inl6rieures. 

Pendant le choc nous avons vu que les variations brus- 
ques de vitesses sont regies par une loi simple qu'on pent 
regarder comme d6riv6e de la loi de Taction et de la reac- 
tion au moins pour un point materiel, mais cette loi est 
insuffisante a d6finir les deux nouvellcs vitesses, elle d6finit 
Tune au moyen de Tautre. Mais la dislocation produite 
nous admettons que les deux morceaux de la planfete cassee 
seraient encore regis par Tattraction newtonienne. 

Nous n'avons aucune preuve d'un pareil fait, dont nous 
ne doutons guere cependant. 

De m6me quand nous admettons qu'un fil apres avoir 
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modifi6 le mouvement d'un corps ne modifie pas la relation 
fonclionnelle, donl on parlait plus haul, entre les accele- 
rations des corps en presence, supposes libres, leurs viles- 
ses et certaines variables physiques d6finissables; nous 
n'en avons aucune preuve direcle; si la tension du fil a agi 
a r^poque i, une fois son effet produil, elle ne modifie plus 
le cours nattirel des choses, 

Mais alors une question se pose : y a-t-il une relation 
n6cessaire entre I'acc^leration naturelle J du point suppose 
libre et racc616ration j qu'il prend en verlu de liaisons con- 
nues; 6videmment oui ! Nous supposons, bien entendu, ces 
liaisons incapables de modifier le cours naturel des choses 
actuel, c'est-a-dire la relation qui existe entre les elements du 
mouvement, positions, vitesses, accelerations et certaines 
variables physiques que nous supposons non modifiees par 
les liaisons. 

Les liaisons sont consid6r6es comme ne comportant pas 
de masse. Cohsiderons d'abord des liaisons ind^pendantes 
du temps. Observons que les liaisons font sur le corps de 
masse m le m6me effet que Teffet d'une petite barre agis- 
sant sur le corps libre et avec une tension T 

T^mXO'-J) 

done en gen&alisant le postidat de Vegaliti de taction et de 
la reaction nous devons regarder le corps comme exercant 
sur les liaisons la force T' 

L'ensemble des forces T' doit se faire ^quilibre sur les 
liaisons, car autrement elles auraient communique k Tun au 
moins des corps du systeme une nouvelle pouss6e. 
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On peul encore dire qae les reactions exercees par des 
liaisons r^versibles sont toujours des forces qui forment un 
sjst^me en ^quilibre sur ces liaisons. 

Ce fait est Evident quand il s'agit de reactions sla- 
tiques, mais il ne Test plus du tout quand on envisage les 
reactions pendant le mouvement ; toutefois nous Tavons admis 
implicitement pour le corps ideal que nous appelons un fil. 

Quoi qu'il en soit, il constitue a proprement parler le prin- 
cipe de d'Alembert. 

Ce principe est ua pen plus comptexe quand les liaisons 
dependent du temps t. Le sysl^me stalique & liaisous dont 
il faut alors consid6rer I'^quilibre statique s'obtient en 
faisant t = conslante dans tes Equations de liaison. 

Oq peut dire qu'il ^quivaut alors au principe de la moin- 
dre conlrainte g6n6ralis6, et sous cetle forme il est plus 
plausible. 

A la v^ritd le principe de d'Alembert dans le cos de 
liaisons variables constitue nn postulalum nouveau. 

Le principe de d'Alembert peut fitre app[iqu6 pendant 
tout le cours du mouvement et conduire a Tint^gration des 
Equations du mouvement. Pour plus de nettete, appliquons- 
le au probt^me du pendule compost. 

Le cours natttrel des choses dans les phfinomfenes de 
pesanleur, c'est que I'acceleration de tout corps libre dans 
sa chute libre rectiligne ou non est constante et 6gale k g, 
dirig^e suivant la verlicale. Adoptons cet 6tat naturel de 
mouvement d'un corps libre et supposons que plusieura 
points lies enlre eux d'une maniere invariable forment un 
corps rigide mobile en toule liberte autour d'un axe hori- 
zontal, le seul mouvement possible d'un point du corps de 
masse m est un mouvement circulaire autour de I'axe. 
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Cherchons taccderation reelle dun point dans un mou- 
vement circulaire. Rappelons-nous la definition de racc6- 
leration. 

Par un point I, menons k chaque instant un vecteur lA 
repr6sentatif de la vitesse de M ; et cherchons la vitesse 
du point figuralif A ; nous savons que cette vilesse sera Tac- 
celeration de M; soil OM = r et soit w la vitesse angulaire 
du rayon OM. 

I A repr6sente wr. 

IB repr6sente (w + do>)r. 

Menons lA ' = lA ; le vecteur AB est la somme g6om6- 
trique du vecteur AA' et du vecteur A'B; le premier vec- 

teur est 6gal ^ Vw = (o V ; le second est egal a -^ = ^ r. 

On voit done que Taccel^ration de M est la somme g6o- 
in6trique d'une acceleration dirig6e de M vers 0, ou cen- 
tripfete est 6gale a (oV, et d'une acceleration tangentielle 
qui, dirig^e suivant la tangente dans le sens du mouve- 

ment, est 6gale k r -^^ 

Nous aurons done, d'apres le principe de d'Alembert, a 
exprimer Tequilibre, moyennant les liaisons, des forces : 

mg suivant la verticale, et des forces — mv -^, — /wwV 

la somme des moments de ces forces par rapport a Taxe 
est, en d6signant par x la distance du point m au plan 
vertical contenant Taxe 
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d'ailleurs, si 5 est la valeur de x relative au centre de gra- 
vite G du 6orps de masse totale M. 

d'ailleurs, si 6 est Tangle que fait avec la verlicale la per- 
pendiculaire r^ men6e de G sur Taxe 



ou, puisque w = — -77 



5 = ToSinO 



— flfMfoSinO = j^ Sm?*^ 



C'est r6qualion du mouvement du pendule. 

C'est pr6cis6ment a propos du probl^me du mouvement 
du pendule que Bernouilli entrevit pour la premiere fois le 
principe de d'Alembert. 

On voit nettement par cet exemple que le principe de 
d'Alembert n'est intervenu efficacement ici que parce que 
le mouvement naturel de tout point libre etait connu ; il 
permettrait aussi ais6ment d'etudier par le calcul le mou- 
vement d'un solide pesant. 

Cas oil Au point de vue experimental, nous regardons les solides 

produit naturels comme des assemblages de particules situees a 
de la force, des distances pen variables les unes des autres ; or, dans 
la pure statique du corps rigide, nous avons regarde 
comme supprimable loute paire de forces egales et con- 
traires ayant mfime ligne d'action ; I'experience conduit a 
modifier sensiblement ce point de vue ; elle nous conduit 
a nous preoccuper des surfaces sur lesquelles des forces, 
tensions ou pressions se repartissent, et une paire de forces 
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du genre de celles don I on vienl de parler n'est suppri- 
mable que si les tensions, par unite de surface, ne depassent 
pas une limite donnee et si les pressions (obliques ou nor- 
males) exercees a la surface du corps et rapportees en 
chaque Element a runit6 de surface ne depassent pas cer- 
taines valeurs que Texpfirience indique. Ces tensions, ces 
pressions n^ont pas besoin, pour le moment, d'fiire d6finies 
avec precision, car nous reviendrons, par la suite, sur ces 
considerations ; je veux seulement indiquer pour le moment 
comment certains mouveraents imposes peuvent produire 
k rinterieur d'un solide nature! de nouveaux efforts 6las- 
tiques. 

Considerons d'abord un certain sysleme de repferes ou 
les particules libres aient un mouvement naturel connu, 
dont le determinisme pourrait, a la rigueur, dependre 
d'autres parlicules; supposons que ces mfimes particules, 
au lieu d'etre isolees, soient assemblees pour former les 
elements d'un solide naturel, le principe de d'Alembert 
permetlra de former les equations du mouvement du 
solide, exactement commc nous Tavons fait pour le pen- 
dule compost, les forces efficaces ne fatiguent pas les liai- 
sons, la fatigue des liaisons proviendra uniquement des 
forces perdues. 

II est indispensable quand le mouvement (ou Tequilibre) 
du corps est connu par le principe de d'Alembert combine 
avec celui des vilesses virtuelles de revenir a la determina- 
tion de celle fatigue des liaisons. 

Le principe du travail virluel elimine ces liaisons, et il 
faut des hypotheses supplemeutaires pour les determiner. 

C'est ainsique la slatique du corps rigide ayantpour pre- 
mier soin d'elimincr les tensions muluelles inl6rieures par 



le premier de ses postulats ne saurait rien appreodre sur 
celles-ci qui dependent de la ih^orie de Telaalicit^. II nous 
suffit de considdrer I'^quilibre puisque le principe de 
d'Alembert ram^ne pr6cis6ment la recherche du mouve- 
menl a la consid6ration d'un certain 6quilibre auxiliaire. 

Pour abr^ger le langage et suivant une denomination 
d6ja employee nous appellerons force le produit de la 
masse du point par I'acceieratioQ qu'on peut pr^dire pour 
lui lorsqu'il eat libre dans des conditions g4om4triques ou 
physiques identiqnes. 

Considerons alors un syslSme k liaisons soumia a des 
forces donn^es, el voyons le surcrolt de fatigue des liaisons 
qui peut resulter d'un mouvement impost. Examinons le 
cas particuli^rement simple d'un corps rigide li6 4 un axe 
en mouvement de rotation, soil F la force qui sollicite une 
particule M hbre suppos6e libre, n son moment par rapport 
a I'axe de rotation; en raisonnant comme pour le pendule 
compose on aura pour forces efficaces : la force tangentielle 
mr ^ et la force centripfete mtoV. 

Dans les conditions d'^quilibre celle-ci disparatt, mais 11 
faul en tenir compte dans le calcul des reactions des liai- 
sons sur le corps, soienl F. F, F, les trois composantes de F : 
1" parall^le h I'axe, 2" tangentielle, 3° dirig^e suivant le 
rayon du cercle impost an point d'applicalion; les compo- 
santes de la force perdue sonl : 

et ce qu'il importe de consid^rer dans I'^quilibre eiasiique 
a I'int^rieur du corps ce sont les fatigues produites par ces 
forces perdues sur les diff6renls points int^rieurs du corps. 



LES FONDATEURS. 89 

Dans le cas simple du mouvement uniforme les compo- 
sanies se reduisent a 

Au point de vue de la fatigue le solide natarel sera dans 
le mfime etat que si on adjoignait la force mw'r k la force 
F qui agit sur chaque particule, cette force est ce qu'on 
appelle la force centrifuge; on Tappelle quelquefois une 
force ficlive ou apparente, c'est une Ires mauvaise denomi- 
nation dont nous verrons tout k Theure la raison. 

Pour Tecole cinematique la force centrifuge est une force 
apparente, pour i*ecoIe statique c'est une force tres r6elle 
puisqu^elle produit une fatigue des forces des liaisons qui 
pent allerjusqu'a la d6sagr6gation du corps, comme cela se 
produit dans une meule qui tourne trop vile et qui delate. 

La pr6tendue force apparente pent done devenir une 
s6rieuse r6alite. 

II est important de nous rappeler que les forces perdues 
sont ind6pendantes des rep^res g6om6triques du mouve- 
ment, or il resulte de la que dans tout mouvement d6fini la 
connaissance des forces int6rieures de liaison ne dependra 
pas de ces reperes. 

Cette remarque suffit k la m6canique industrielle. Ainsi 
consid6rons le systfeme d'un corps qui tourne sur ses 
appuis, uniform6ment autour d'un axe, les fatigues des 
liaisons proviendraient des forces F„ Ft + ^<»>V, F„ mais 
celles-ci ne dependent nuUement des reperes g^ometriques 
auxquels il nous plait de rapporter le mouvement. II y 
aura lieu de tenir compte des forces perdues non seule- 
ment pour le corps qui tourne, mais pour ses appuis. 
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Pour achever cette analyse de la notion de la force 
centrifuge, etudions et comparons les r6actions qu'un corps 
entraine dans un mouvement de rotation 6prouve : 1** dans 
le cas oil il est a une distance invariable de Taxe ; 2* dans 
le cas ou il pourrait glisser librement sur une barre qui 
rencontre I'axe perpendiculaireinent. 

Dans ce second cas seulement, il y a mouvement relatif ; 
racc616ralion j qui r6sulte de ce mouvement est aisee a 
calculer si w designe la vitesse de rotation et r la distance 
variable du point k Taxe, on trouve : 

; j=; w'r (dingle ^SE^ le rayon centripete) + I r -r- + 2to -r- ( dingle 

suivant la tangente dans le mouvement) 

Soienl J Tacc^leration naturelle du corps, J, et J« sos 
projections sur la direction t de la tangente et sur la direc- 
tion n du rayon, Tequilibre de d'Alembert s'exprimera en 
6crivant que la force perdue est perpend iculai re k la barre 
sur laquelle le corps peut glisser librement. 

On a ainsi : 

j._,__.>„-_0 

Calculous la reaction wR de la barre sur le point, soient 
R, et R„ les projections de R sur la direction du mouvement 
circulaire d'entrainement et sur la barre : soient R- et J- 
les projections de R et de J sur la direction z do Taxe de 
rotation. 

Exprimons Viquilihre du point libre sous Vinfluence des 
reactions de la^ barre et de la force perdue, qui a pour 
composantes, suivant les directions n, t, z. 
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ma)V -|- Jn 



. doi dr 



les conditions de T^quilibre du point seront 

a.*r-|-J„+R,. = 
, dtii ^ dr , ^ - 

-''-'5/-2-T^ + «' = 

J, + R,= 



on a done, d'apr^s r6quation m6me du mouvement trouv6e 
plus haut, 

R, = 

Gonsid6rons mainlenant un point Fixfi a la barre, il n'y 
a plus de mouvement relatif, mais il y aura toujours 6qui- 
libre relatif entre la force perdue, la force mJ agissant 
sur le point fixe et la reaction mS de ce point, d6signons 
par S„, S,, Sa les projections de S sur les trois directions n, 
i, Zy on aura 

coV 4- J„ + s„ = 
J, + S, = 

Si on compare les reactions R et S, on voit que Ton a 
en la m6me position de la barre 

S,. = R„ 

S. = R. + r-^ + 2o,^=.J, 
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Deux des composanles des reactions sont 6gales^ Tune 
d'elles est pr6cis6ment la force centrifuge. 

Remarque imporlante. 

Supposons que les liaisons fixes ou variables 6lant 
exprini6es dans un systeme de coordonnees S, on puisse 
exprimer les mimes liaisons dans un autre sysl^me de 
coordonnees S'; les accelerations r6elles et les accelera- 
tions naturelles changent naturellement ; mais, en vertu 
du Iheor^me de Coriolis, chacune de leurs diflF6rences ne 
change pas : les forces per dues y et, par suite, les reactions 
des liaisons sont des elements invariants. 



lY 



Le principe de Finertie 
et quelques thgor^mes g6n6raux de la m6caiiiqae. 



— Nous n'avons fait jusqu'ici aucune hypoth<^se sur 
racc6l6ralion naturelle, car nous ne nous sommes jusqu'ici 
inl6ress6s qu'aux forces de liaisons, les seules qui m^ritent 
netlement le nom d' efforts; en somme nous avons appris k 
former les Equations des mouvements de corps soumis i 
des liaisons, quand les acc616rations naturelles de ceux-ci 
sont connues« Et nous avons obtenu ainsi des r^sultaf s tout 
k fait independanls d'aucune hypothfese faite sur racc616- 
ration naturelle; si ce n'est que : les liaisons ne modifient 
pas la prediction des accelerations naturelles. 

On pent caract6riser la m^canique des liaisons en disant 
qu'elle suffit a la m6canique industrielle. 

Sans doute, la m6canique des liaisons repose sur le 
Ih^oreme du travail virtuel, qui au premier abord parait 
viole maintes et maintes fois, par le frottement. 

L'objection parait d'autant plus fond6e que la demons- 
tration de Lagrange que j'ai reproduite avec quelques 
variantes dans le precedent chapitre, emploie des machines 
oil il y a deji frottement. 

Ces machines moufles, k vrai dire, ne jouent qu'un rfile 
8ch6matique auxiliaire, mais Thypolh^se de I'absence de 
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frottemenl a 6t6 implicitement admise dans les liaisons 
eludi6es elles-mfimes, lorsque devant tin systeme a liaisons 
completes oii il n'y a qiCune force unique admettant une 
composante, suivanl la tangente a un deplacement possible, 
nous avons admis que ce ddpldcement devait se produire. 

L'objection est done s6rieuse; voici ce qu'on pent y 
r6pondre : 

Lorsque deux corps solides sont en contact par un point 
de leur surface suppos^e regulifere, leur action mutuelle 
n'est pas tout a fait dirig^e suivant la normale commune. 
On est oblig6 d'en tenir compte par Tintroduction d'une 
force tangentielle particuliere qu'on appelle frottement, Et 
Ton ajoute, d'ailleurs, souvent : Les propri6t6s dont on dole 
d'ailleurs cette force sont obtenues empiriquement. 

Si i'etude du frottement est forc6ment limitee, ce n'est 
pas k rexp6rience qu'il faut s'en prendre, c'est plus encore 
aux donn6es th^oriques que Ton impose a Texp^rience. 

On lui demande de determiner la force tangentielle qu'il 
faut combiner avec la pression normale pour mettre dans 
divers cas particuliers la m6canique ideale en accord avec 
Tobservation : orl^il faudrait tenir compte de r61asticit6 des 
solides naturels en contact et surtout; 2° il faudrait savoir 
si le systeme physique 6tudi6 est suffisamment d6fini par le 
contact de deux corps rigides ou m6me faiblement 6lasti- 
ques, n'y a-t-il pas usure? et le rdle de la partie des corps 
abandonn^s est-il toujours n^gligeable, lorsque dans les 
debris n^glig^s se manifesto quelquefois plus nettement un 
ph6nomfene de production de chaleur. 

Geci suffit a nous montrer que le ph6nomfene du frotte- 
ment est trop complexe au point de vue physique pour 
nous aider k constituer les premiers principes de la m6ca- 
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nique et nous conserverons la notion des liaisons comme 
rimage la plus simple de la science des forces et du mou- 
vement. 

Mais m6me en adoplant ce point de vue, nous avons vu 
que le principe de d'Alembert ne peut suffire a la formation 
des equations du mouvement que si Tacc^leration naturelle 
est connue. 

Nous sommes ainsi ramenes au point de vue cinemalique, 
qui est le point de vue exclusif de Tastronome, comme on 
I'a indique. 

Relativement a ces accelerations naturelles, / ou k la 
force mj, nous ne savons rien. 

Nous allons faire a leur ^gard une derniere hypolhese : 

Nous supposons gti'il existe iin systeme de coordonnies 
dans lequel tons les points mat&iels exercent les uns sur 
les autres des forces mutuelles 6gales deux a deux. Nous 
conservons encore rhypolliese que ces forces dependetii 
d'un etat aciuel suivant un mode connu. Si d'ailleurs un 
pareil systeme de coordonn6es existe, il en existe une infinite 
qui sont en mouvement rectiligne et uniforme par rapport 
au premier. Celte notion m6taphysique donne lieu k des 
theorfemes gfin^raux que nous allons mainlenant r^sumer. 

Si, dans un espace, des points materiels sont soumis k Le principe 
des forces mutuelles, et si Ton considere un plan P fixe 
dans cet espace et le mouvement de chaque point projete 
sur ce plan, puis la somme des aires decrites par le rayon 
vecteur allant d'un point fixe de ce planjusqu'a la projection 
du mobile sur le plan, chaque aire etant multipliee par la 
masse du mobile correspondant, cette somme d'aires croit 
proportionnellement au temps. 
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Ea effet, soient M, et Mj deux poiuts exerQant I'un sur 
I'autre une aclion muluelle, Fij compile par cxemple positive 
comme repulsive, les Equations du mouvement de chacun 
de ces points seroDt, par la d^linitioQ m€me de la force 
capable de predire le mouvemeul : 

/Xi, Hi, Zi, commms du point Mi A 
i jt — ^ '''/ -   " ( T,j distance des deux points I 

1' ' '■' ^ «.««'/■ / 



On d^duit des deux premieres ^uations 

Ajoulant membre k membre toutes ces ^quatious relatives 
aux divers corps du systfeme, 
Oq aura 



or, le premier membre peut s'^crire 

^. m,- — I a;; -^ — Vi — ^ 1 ^ 
• 'dty ' dl ^' it) 

on aura done en integrant 
G" d^signant une constante. 
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Or, si on adopte des coordonn6es polaires dans le plan xy, 
on aura : 

Xi =z p,- COS <pi 

^/ = pisincpi 
d ou (p, = arc/flf ^^ ct rf(p. = —^jip^ 

Tequalion E pent done s'ecrire 

d'ou en integrant 

H" d6signant une variable constante. 

C'est le principe des aires relatif k Torigine et au plan 
des xy. 

Dans un univers qui serait compos6 de points materiels AppUcation 
tons observables, le principe des aires etablit une relation des^aires*^* 
entre une horloge absolue et un ensemble de trois directions 
adsolues. 

Tout d'abord^si on possfede un point absolu fixe et des 
directions absolues, le th6oreme des aires definit une 
horloge absolae sauf le cas tres particulier ou C serait 6gal 
k z6ro ; s'il en 6tait ainsi, on prendrait le mouvcment 
projete sur Tun et Tautre des plans de coordonnees. 

Nous d6montrerons tout k Theure que si on poss5de une 
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horloge absolue, on peut d6finir des directions fixes a 
chaque instant par rapport aux points materiels observables. 
Rappelons d'abord un autre theorfeme bien connu. 

Theoreme. — Dans un espace ou les forces agissant sur 
les differents points du sysleme sont mutuelles, le centre 
de gravit6 se meut uniform6ment. 

On part des Equations du mouvement 



mi 



d^Xi ^ Xj — Xj 

d'oh en ajoutant membre i membre les Equations relatives 
k une m6me coordonn6e, x par exemple 



^'".S = 2«F,^^^ = 



»J 



d'oil JlmiXi:=at'{-b 

On Irouverait de m6me 

ce qui d^montre le th^orfeme, car les premiers membres de 
ces equations ont, en d6signant par 5o, t^o» ?o l^s coordon- 
n6es du centre de gravity, les valeurs 

5oM, TjoM, CoM; (M = Sm) 
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Remarque. — Le principe des aires est applicable dans 
le mouvement relatif par rapport au centre de gravity, 
car soit pos6 : 

Vi = "no + y\i 

Zi = Co + Ci 

on aura 

on, en vertu des identit6s : 

S.- mi li = 
2, mi Yi, = 
y: mtliZzO 

'^■"•(''t--4')="'»-''«+':»'0'^'-'..f) 

6galile qui d6montre la remarque susdite. 

— Seconde application du principe des aires : Orienta- 
tion de respace absolu dedtiite des mouvements relatifs 
d'lin systeme isole. Gonsid6rons un ensemble S de points 
mat6riels observables ob6issant dans un certain espace E a 
la loi de Taction et de la reaction dynamiques ; on considere 
a chaque instant des axes fixes dans Tespace E, et on pent 
se proposer de rattacher k chaque instant la position des 
axes consid6r6s k la situation actuelle des points materiels 
supposes tous observables ; il siiffit pour cela d* avoir une 
horloge marquant le temps absolu. On peut consid6rer un 
problfeme plus g6n6ral d6duit du pr6c6dent en supposant 
que les corps du systeme S soieat dans Tespace E soumis 
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leurs actions mutuelies rficiproques et en outre k une 
Tsanleur commune it tons les points, variable d'ailleurs 
1 intensity el en direction. Le deuxieme problfeme se ra- 
ene au premier, car les Equations du mouvement dans 
space E felant alors pour chaque masse m,- 

X. Y. Z d6signant les projections snr ies axes absolus de 
cc^l^ration due k la pesanteur commune suppos^e. 
En ajoutant ces Equations membre a membra on obtient, 
faisant £, »i,' = M. 



!:.»,'^=M.v 



si on appelle a;„, y„, :<,, les coordonn^es du centre de 
avil6 fl du systeme S. 



(ii) 
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si on veut les mouvements par rapport au centre de gra- 
vity, c'est-i-dire par rapport a un espace Eo ayant pour 
origine le point G et pour axes des axes paralleles aux 
axes de E, on fera : 

!Xi = Xo + li 
yi=yo + r^i 

les equations (1) deviendront en vertu de (2) 

' «.. ^'5* — y F ^* -^ ^J - V. p. 5lzJ/ 

m ^^''^' — V p. y* "" Vi — V K y-"'^'/ 

m, — - _ ^j r,; — — ^j r,;  

M* 7 /; 7 ij 

La pesanleur commune a disparu. 

On voit que le principe des aires s'applique alors par 
rapport k Tespace Eo. 

II s'applique d'ailleurs a lout espace E'o, parallele au 
premier, ayant pour origine un point dont le raouvement 
par rapport a E© serait rectiligne et uniforme. 

Les equations (3) devraienl, en effet, 6tre remplacees 
dans ce cas par celles-ci : 

Xi — Xo-\-li-\'ai-\-a' 

les Equations (4) ne seront pas modifi6es. 
Ainsi, qu il s'agisse du probleme r6duit ou du problfeme 
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plus g6n6ral, nous partirons de ce fait que le principe des 
aires est applicable au mouvement rapport^ a I'espace E,. 
Geci pos^, rappelons les formules qui se rattacheut k la 
determination des vitesses des diff6rents points d'un corps 
rigide qui pivote autour d'un point fixe. Prenons ce point 
comme origine des coordonnSes. line rotation infiniment 
petite * autour de I'axe des x laisse inalt6ree la coordonn^e 
X d'un point du corps rigide, mais soil p la distance inva- 
riable de ce point a I'axe, on pourra poser : 



c ^ p sin 9 

par I'efFet de la rotation a estim^e positive dans le sens de 
I'orientation du Iriedre _des coordonn^es (voir 1" le^on 
ij el z vont s'accroilre de quantites infiniment peliles dont 
les parlies principales seront 

5y =: — p sin o a =: — as 

az^= -\- p cos f a. — -\- ity 

De ces formules on d^duit que Irois rotations infiniment 
petites a, p, 1, e£fectu6es successivement dans un ordre 
quelconque aulour des axes ox, oy, oz d^placeronl le point 
M suivant un vecteur infiniment petit dont la grandeur et 
le sens seront, aux infiniment petits du deuiieme ordre 
pres, representees par ses projections \x, iy, 4=, au moyen 
des formules suivantes : 

Sx = pz—yy 
Ay = Ya: — « 
A2=ray — (Ix 
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L'ordre des rotations a, en effet, une influence sur les rota- 

« 

tions finies, mais un changement dans I'ordre des rotations 
n'am^ne dans le d^placement du point M que des varia- 
tions infiniment petites par rapport a ce d^placeraent lui- 
mdme, et par consequent n'influera pas pour la determina- 
tion des vitesses, en sorte qu'en posant 

a = pdty p = gd/, y == rdt 

on aura ces formules donnant les composantes de la vitesse 
V de M produile par les rotations p, q^ r, estim6s suivant 
les axes en ox, oy, oz 

V, =r rx — vz 

v^ = py — 7^ 

En s'appuyant sur ce theor^me d'Euler, qui montre que 
tout d^placement d'une figure qui a un point fixe pent 
6tre oblenu par une rotation eftectu^e autour d'un axe 
passant par ce point, il serait ais6 d'6tablir que pdt, qdt, 
rdty sont aux infiniment petits du second ordre prfes, les 
projections sur les axes de coordonnees de la rotation wrf/ 
qui d'apres Euler produirait le deplacement infiniment du 
corps rigide consider^ pendant le temps dt, Les formules 
(3) peuvent encore 6tre etablies par les formules de la 
g6om6trie analytique. 

Sans insister davantage sur ces demonstrations bien 
connues, je veux monlrer le parti qu'on pent tirer des for- 
mules (S) pour le probleme que nous nous sommes propose. 

Considerons deux systemes d'axes reclangulaires ayant 
point fixe et repr6sentons les cosinus des angles que 
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les demi-axes formeDt deux k deux par le tableau sui- 



qui donne les cosinus de Tangle d'un des deaii-axes oX, 
oY, oZ forment avec I'un des demi-axes Ox, Oy, Os, au 
poinl de concours de la colonne relative au premier avec 
la ligue relative au second. 
Ges cosinus satisfont d'ailleurs aux relatioDS bioD connues 



«' + <," + «" = I 

e' + c-' + c-^I 
ab-^a-b" + a"b" = 
fic+6V + 6"c" = 
ca -j- ca" -\- cV = 



a' + ft' + c»=I 

a". + ft"' + c'" = l 
aa' -\-bb' -|- cc'=:0 

a"a-\-b''b-\-c'c = 



Lps deux groupes de relations s'entrainent d'ailleurs 
mutuellement I'un et Taulre. 

Les cosinus satisfonl encore a des Equations difKrentielles 
qui les relienl aux quantit^s p, q, r, si Ton suppose que 
Ton 6tudie le mouvement du systeme d'axcs s (ox oy oz) 
par rapport au systeme S (OX, OV, OZ). 

Considerons en effel un point A situ6 sur OX a la dis- 
tance 1; ce point, lixe par rapport au systeme S, est mobile 
par rapport au systeme s, ses coordonnees dans le systeme 
s sont d'ailleurs a, b c, en sorte que les projections de sa 
Vitesse relative sur les axes ox, oij, os. sont 

da db dc 
dt' dt' It 
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Consid6rons mainlenant le point de s qui coiacide 
exaclement avec A, il est enlraine dans le mouvement du 
systeme s, or le d^placement intiniment pefit du sys- 
Ifeme S, equivaut k une rotation Wi autour d'un certain 
axe passant par 0. 

Soient p, g, r, les projections de cetle rotation sur les 
axes ox, oy, oz, la vitesse d'entrainemenl du point consid6r6 
aura d'aprSs les formules (3) pour projections sur les axes 
qc ~rt,rtt — pc, pb ~qa; 

Or, d'aprfes le theorerae d6nionlr^ sur les mouvemenls 
retatifs (Gh. Ill, p. 47), la vilesse absolue du point A (vitesse 
nuUe d'ailleurs) est la somme g6oni6lrique de sa vitesse 
d'entrainemenl, et de sa vilesse relative. 

Done 

,c-,i + ^; = 

en preuant un point B situ4 k une distance t sur 0)^ puis 
un point G situe a une distance 1 sur OZ on verrait que 
le groupe a' 6' c' comrae le groupe a" b" c" v6rifie le mfime 
syst&me d'^quations diff^rentielles que le groupe a.b.c, k 
savoir le systeme suivant, ou h, v, w seraient les fonc- 
tions inconnues, de la variable l : 



(7) lm—pm + -jj = 
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On verifie, d'ailleurs, que ce sysl^me jouit des pro- 
pri6t6s suivanles : 
1® II admet rint6grale 

?£* + ?;' + w;* = constante = Ci 

2^ Si les groupes de fonctions de i : 

G [ii, Vy w) et G, {u', v' , IV ') sent solutions de 7 
on a tm ' -{- vv' -{- ww ' = conslanle = G| 

On voil done que si Ton constitue trois groupes de solu- 
tions Gj, Gj, G3, telles que Tun des deux groupes (6) soil 
verifie a l'6poque t^^ le groupe 6 continuera a 6tre v6rifi6 
a toute epoque. On aura done d^fini un mouvement relatif 
de deux stjstemes d'axes par la seule determination des 
quantites p, q e/ r en fonction du temps. 

Revenons maintenant au mouvement des systemes et 
supposons que le mouvement relatif des points soit connu, 
il existera des lors un sysleme d'axes Ox, Oy\ Oz par 
rapport auquel le mouvement du syst^me est connu ; 
on pourra 6videmment adopter pour le centre de gravity 
des masses en mouvement. 

Prenons pour inconnues auxiliaires les p.qj\; la vilesse 
absolue d'une particule a pour composantes, suivant les 
axes entrain6s, 

V. = ,z - ry + ^ 

(8)(V, =rx-pc + | 

dz 
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Or, sur des plans fixes qui coincideraient avec les posi- 
tions actuelles des plans de s, les th6or^mes des aires 
relalivement k ces plans seraienl I, m, n, d6signant les 
projections d'un vecteur fixe sur les axes mobiles 

S m (xSy — yVx) = n 
^miyy,-zVy) = l 

je dis (jue I, m, et n repr6sentent les projections dans le 
systeme s d'un vecteur fixe dans le syst^me S. 

Gela est evident, si on connait deji la composition des 
aires, des mome?its ou des couples. 

Si non, il nous faut reconnaitre que si X Y Z sont des 
coordonn6es fixes et si F, Fy F, sont les projections d'un 
vecteur invariant par rapport a la direction des axes, les 
quantil6s L, M, N, d6finies par les 6galit6s 

L = YF, - ZFy 
]VI = ZF, — XF, 
N = \¥y — YF, 

d6finiront encore les projeclions d'un vecteur 6galement 
invariant par rapport a la direction des axes. 

D'ailleurs, pour comparer deux groupes (L, M, N) d6finis 
dans deux syslemes d'axes de m6me origine, il suffit de 
comparer plusieurs fois deux pareils groupes d6finis dans 
deux syslemes d'axes qui out un axe commun ; or, pour 
deux pareils systemes, il suffit de reconnaitre que la mdme 
substitution double 



F.. = F 

F;t' = Fx COS cp + Fj, sin 9 

Fj,,=— Fxsin^+Fxcos'^ 



Z'r^Z 



X ' = X COS (p + Y sin cp 
Y ' = — X sin «p 4" Y cos cp 



Do OnEI!7«TATI0N ABSOLVE. 

roduit sur les quantit^s L M N, qui secbaogent en L 'M'N' 
L meme subsUlulion 

L'^Lcos!p-|-Msin^ 
M ' = — L sin f + M ' cos y 

r la T^ritication est immediate. 

Les valeurs de I, m, n peuvent 6lre calcul^es au moyen 
es valeurs de V^, V^, V, des formules (8). 

PosonS alors 

I D T= S myz, E = S m la:, F = S rn ary 

I --(4:-=l), ^=-(4:-^), i-H't-''£) 



Nous trouvona ainsi 

/ = pA — flF — rK + 1 
m = — pK + vtt — '■D + (* 
H = - pE + ?D — rC -|- V 

En sorte qu'en d^signant par P^, Q„, R. les composanles 
Kcs du vecteur (/, m, n) sur les axes fixes primitifs on 
iira, pour la determination des neuf cosinus, le sys- 
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pA ~ 9F — rE -f- X = aP. + o'Q« + a' 'Ro 

— pF + 9B — rD + I* = 6P.+ 6'Q„ + 6"R. 

— pE — gl) + fC + v = cPo + c'Qo + c"R. 

_^_ro — pc = 
I ^+pi_5„ = 

^'^ \ ( "S" + 9^'""'''' = ^ X,ii.,vsontcon- 

fik' nus par Tobser- 

dt * valion du raou- 

dc/ i ,, , n vemenl relalif. 

-|_pt -,a =0 



\ at 
da" 



+ 9c" — r6" = 






On peut loujours supposer qu'a I'^poque initiale le sys- 
tfeme d'axes OX, OY, OZ coincide avec le systfeme d'axes 
Ox, Oy, Oz. Ce qui donne les valeurs initiales 



flo = i 


6. = 


c, = 


flo' = 


60' = 1 


Co' = 


a«"-0 


60" = 


c " = 1 



Le syslfeme pr6c6dent pourra done eire int6gr6, pourvu 
que Ton connaisse les constantes P,, Qo, R.- 

Je vais montrer que les quantit^s p, q, r peuvent fetre 
d6termin6es k chaque instant du mouvement, et en parti- 
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culier au d6but, sans aucune integration, du moins lorsque 
les corps en prhence sont suffisamment nombreux. Je m'ap- 
puierai k cet effet sur le th6oreme de Coriolis que nous 
avons d6jk vu et sur la distribution des acc6l6rations dans 
un corps rigide qui pivote autour d'un point fixe, que je 
vais maintenant indiquer. Soil OA le vecteur reprfeentatif 
de la vilesse de rotation <o actuelle, soit OA' le vecteur 
repr6sentalif de la rotation w' a Tinstant t + dt, on peut 
le considerer comme la r6sultante g6om6trique du vecteur 
OA et du vecteur 01, auquel on donne le nom d'acc6l6- 
ration angulaire 6l6nienlaire, racc6leration angulaire 6tant 

repr6sent6e par le vecteur dirige lim. —-, nous la d^si- 
gnerons par a. 

La distribution des vitesses dans le corps rigide a 
r6poque t resulte simplement de w; la distribution g6om6- 
trique des vitesses dans le corps rigide a Tepoque t 4- dt 

m 

r6sulte de la nouvelle valeur de w; en cherchant la varia- 
tion g6om6trique de la vilesse d'un point quelconque du 
corps rigide, on aboutit simplement au r6sultat suivant : 

Soit OA le vecteur repr6sentatif de co et OH le vecteur 
repr6sentatif de a. 

L'acc616ration du point M est la r6sultante de racc616ration 
centripete qu'aurait ce point dans un mouvement circulaire 
uniforme autour de Taxe avec la vitesse o>, et de la 
Vitesse figurative qu'aurait le point M s'il tournait autour 
de 01 avec la vitesse angulaire figurative a. 

La premiere composante est dirig6e suivant la perpendi- 
culaire MP a OA (MP = p) et est 6gale k w*p, la seconde est 
perpendiculaire au plan OHM, et si <r designe la distance 
du point M a OH, elle sera egale a a<T. 

Si py q, r sont les composantes de co suivant les axes, et 







i ^ 
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si ^, X, p sont les composantes de racc616ralion angulaire, 
on pourra calculer Tacceleralioa du point M de coordon- 

« 

nees Xy y, z ; ce calciil, que le Iheoreme des projections 
rend inluitif, nous doDne pour les composantes de I'acce- 
leration y d'entrainement du point M : 



Tx - p^ + ,^ + r* + /.^ ~ Py 

_ 7 (px + <yy + r^) — (p' -f (y^ -|- y') y , 

Y= = f + q' + ^"^ "*" ^ "" ^' 



Gonsid^rons maintenant /< points materiels formant un 
systeme isole, c'est-a-dire soumis dans un espace que nous 
regardons comme fixe a leurs actions mutuelles et a une 
pesanteur commune arbitraire; si F/^ designe Taction 
mutuelle de deux masses m^ el rrij et si a:,, y,, s. designent 
les coordonn6es de la masse nii dans un systeme de coor- 
donnees arbitrairement choisi, dont le mouvemcnt, par 
rapport k Tespace fixe, est d^fini par les qaanliles /?, q, r, 
^>, X, p» les equations du mouvement relatif seronl, d'apres 
le theoreme de Goriolis et s, H, z dcsignant Tacc^leralion 
due a la pesanteur commune 

iu ^ 2m, ^, ^ - _ r V j + m, -^ + «, Y„ - 1, F, -;;— ^ + m,E 
J,, = 2«< (r *!• - p I) + m. ^ ^ m, ,„ = i:, F, ?^ + m.II 
J. = 2«, (p fi - , ^^') + m, ^ + ,„, ^., = s, F, '-i^^ + ;„,Z 



^^^*S*- 



f-.^.: 
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en consid6rant un point parliciilier du systeme {x^, y^, z^) 
de masse m^, on 6liminera les s, H, Z el on aura les 
relations 



m, mo (J/, - Jar) = mo S; F/i— ^ - mi S;. F^, ^^^^^^^ 



y 



JO 



et deux autres analogues. 

Nous supposons les forces mutuelles absoluesAxx systeme 
connues, on a alors 3 (n — 1), Equations renfermant les 
Irois inconnues p, q, r, car 



i6 = 



/.= 



P = 



dq 
dt 

dr 
dt 



Si done n^2, ces inconnues pourront^ 6lre determin^es 
sous le b6nefice de 3n — 6 equations de condition. 

Observons d'ailleurs que les Irois premieres Equations du 
systeme 10, pour pouvoir 6tre r(5solues par rapport aux 
p, y, Vj exigent que le determinant : 



(11) 



A — F — E 

— F B — D 

— E — D C 



soit different de zero. 
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Or, ce determinant est 6gal h : 

— (AD» + DE» + CF^ + 2DEF)+ABC 

ou encore eo posaut : 

ft = 2 W/ jf,' 

6ga] k : 

(ff + ft)(ft + t)(*-(-g)-D'(A- + )0-E={fc+s)-F'Ci, + ft)-2DEF 

qu'on peut encore 6crire : 

(11) i[ghk-DF.?j+[hk~\)''){h + k] + :kg-E*)'k+s]+{gh-¥']{gi-h) 

Chaque terme de cette somme est positif ou duI, car, par 
exemple Ton a : 

Alt — - D' = Sm, i/i' S/Bj V — [S»B*i/»r.]' = 

Lfts trois differences coDsid^rees h/c — D', elc, ne seraient 
done nulles que si les n points formaient une ligne droite 
avec leur centre de gravity. 
On a done 

ftJc>D' 
kg>e 

et par suite aussi puisque g, k, k sonl positifs 
ghk > DEF 
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L'expression (11) est done loujours positive a moins que 
les n corps ne soient en ligne droile avec Torigine des 
coordonn^es. 



Le plan Le vecteur {I, m, n) d6fini plus haut peut comnie p, q, r 

^^*" 6lre defini a ciiaque instant sans integration; et il a une 



Laplace. 



direction invariable. En astronomie le sysl^me de reperes 
adopts pour les mouveraents relatifs des planeles est align6 
sur les 6toiles, on peut regarder ce syst^me comme fixe 
pendant une p^riode relativement courle, mais en vertu 
des mouveraents propres des 6toiles, les directions ainsi 
obtenues ne peuvent pas indiquer des directions absolues 
rigoureusement fixes dans la suite des siecles. 

Laplace a defini 6l6gamment la position du plan inva- 
riable en n^gligeant toutefois les mouveraents de rotation 
des planfetes sur elles-ra6mes. [Exposition du systeme du 
monde, page 200). 

— Quelques remargues stir le principe de la conservation 
du mouvement du centre de gravitd, et le principe de la 
conservation des aires; la chute du chat. 

Si dans un systerae isol(^, dont la definition a dejA 6te 
donn6e, le centre de gravite est au repos, ii reste toujours 
en repos, en sorte que si un corps solide vient k se reld- 
cher de ses liens rigides, puis a reprendre son ancienne 
forme, son centre de gravite aura la mfirae situation 
qu'avant. 

Cela r6sulte de ce que le mouveraent d'un systerae isole 
adraet dans Tespace absolu les integrates : 




•I 
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2,m,--p^ = H = Conslante 
at 



(1 2) { ^i ^'~^^^== Constanle 

S, m, -^ = L = Conslante 
at 



Les constanles sodI nulles, si le sysleme part du repos, 
mais alors dans ce cas on a 

. , ( Sm, X, = H ' = Const* 
en coordonnees \ 

. , { Sm/ y = K ' = Const* 

absolues / 

I 2m/ Ziz=L =: Const® 



Ainsi un corps isole d'abord immobile, pent se d^former 
sous Taction de forces int6rieures muluelles, mais gu'il 
recouvre on non son ancienne forme, son centre de gravity 
demeure toujours immobile. 

On pent • comparer aux Equations (12) les Equations qui 
expriment le princIpe des aires dans un espace absolu, 
savoir : 

SmYxi ^ - yip\ = C " = ConsUnte 
2mYy,~' - Zi^\ = C = ConsUnte 
Sm, (zi 5^ - X, ^\ = C ' = Constante 

Les Equations analogues out lieu par rapport a des axes 
fixes ou du moins par rapport k des axes qui d^finissent 
Tespace E oil le syst^mc est isoI6, sans pesanteur commune 
a tons ses points; si le sysleme est isol6, avec pesanteup 
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commune a tous ses points on a vu plus haul que Ics 
Equations son! encore valables dans le mouvemenl aulour 
du cenire de gravil6. 

Les quantil6s C. C, C" sont toujours les projections d'un 
vecleur, fixe dans Tcspace E. 

Avant d'envisager comme pour le mouvement du cenire 
de gravil6 le cas ou les conslantes C, C, C'seraient nulles, 
observons que le corps suppo36 rigide ne pent avoir par 
rapport a son centre de gravity qu'un mouvement de ro- 
tation; alops si I est le moment d'inertie du corps par rap- 
port k cet axe, on voit par la composition des aires, justifi6e 
plus liaut, que le vectcur (G, C, G") est 6gal a 

1(0 

M d^signant la vilcssc de rotation acluelle du corps rigide, 
?nais il ne fatU pas croire que le corps va constamment 
lourner atUotir d'lm axe de direction invariable, cherchons 
les conditions n6cefesaires pour qu'il en soit ainsi. On pent 
les oblenir par la consideration de Tequilibre de d'Alembert. 
Dans le mouvement autour de son centre de gravity, d'un 
solide qui n'est soumis a aucune force. ext6rieure dans Tes- 
pace E, nous savons par le principe de d'Alembert que les 
forces d'inerlie relatives a cet espace E doivent se faire 
equilibre, or dans le mouvement d'un solide autour d'un 
point fixe, Tacc^leration d'ua point se compose de Tacc^- 
leration centripete due a la rotation <«> aulour de Taxe ac- 
tuel et de Tacceleration representee par la vitesse figurative 
du point du6 i unc rotation fiigurative ^gale a Tacceieration 
angulaire a. 

Nous devons exprimer Tequilibre aulour du point de 
toutes les forces d'inertie. 
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Nous avons d6ja donn6 les condilions de cet equilibre en 
coordonn6es cart6siennes, mais sans d6velopper ccs condi- 
tions, on voit que si les forces d'inertie dues a la force 
centrifuge n6e de la rotation ««>, sont dejd en Equilibre, les 
forces d'inertie dues k Tacc^l^ration angulaire devront'fitre 
aussi en 6quilibre, mais d'apres la composition des mo- 
ments on des aires justifiee plus haul (p. 103), celles-ci 
donnent lieu a un moment represente par un vecteur dirige 
suivant Tacc^leralion angulaire et egale au produit de celte 
acceleration multipli^e par le moment d'inerlie du corps 
par rapport k cet axe, ce dernier moment d^inerlie 6tant 
diflferent de zero (hormis le cas oil le corps se reduisait a 
une droite dirigee suivant racc616ration angulaire), le se- 
cond 6quilibre partiel, consequence du premier 6quilibre 
partiel, exige done que racc616ration angulaire soit nuUe 
et reciproquement. Ainsi la condition necessaire et suffi- 
sante pour que la rotation w passant par le centre de gra- 
vite du corps solide persevere indefiniment autour du m6me 
axe est que les forces centrifuges dues a cette rotation se 
fassent Equilibre sur le centre de gravity du corps. 

Ces condilions s'expriment simplement, car, d'apres un 
calcul d^]k ulilis6 plus haut, on a, pour les composanles 
X, Y, Z de la force centrifuge de la masse ?n, 

o,^\ = m [{p' + (j^ + ,^) X - p {px + qy + rz)] 
w*Y = m [(p* + 7^ + r*J y — 7 ( px + qy + rz)] 

o>* = p* -}- 5^ 4" ^'^ 

p, q, r d^signant les projections de co sur les axes, les con- 
ditions d'^quilibre des forces X, Y, Z autour de Torigine 
sont : 
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S (Yx — Xy) = 
S (Zj/ — Yz) = 
S (Xz - Zj;; = 

c'esl-k-dire, d'apres les pr6c^dentes valeurs de x, Y, z, 

ilm (px + 72/ + rz) (py — gjc) = 
Sm (pjc + 72/ + rz) (qz — r//) = 
i^m (pj; + 72/ + ^^) /^ — pi) = 

Ces conditions se rediiisent d'ailleurs a deux, car si Ton 
ajoute ces Equations membre a membre, apres les avoir 
multipli^es respectivement par r, p, q, on obtient une 
idenlile, car 

r (p2/ — 7X) + p {qz — ry) + q {rx - p^) ^ 

si la rolation o> est prise comme axe des -3, p = o, q = o, 
r = (t), et les conditions precedentes se r6duisent k 

= 
Y.myz = 
y:mzx = 

L'6lude de la dislribulion des moments d'inerlie monlre 
que Ton pent loujours satisfaire a ces equations pour trois 
droites rectangulaires passant par le centre de gravite. 
On donne a ces droites un nom qui rappelle la propri6l6 
qu'on vient de d^monlrer : on les appelle des axes perma- 
nents de rotation. 

Lorsque le corps solide isol6 dans Tespace E est au repos 
autour de son centre de gravite, il garde une orientation 
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U9 



invariable par rapport a I'espace E. II est essenliel d'obser- 
ver que le* raisonnement ci-dessus s'applique a un corps 
solide capable d'unmouvemenlcontinu. Maisil ne s'applique 
nuUement k un corps qui, apr^s deformations, reviendrait 
a sa premiere forme; tout ce que le principe des aires 
permet d'affirmer, c'est que lorsqu'un corps isoi6, d'abord 
au repos, a repris sa premiere forme solide apres s'fetre 
d^forme, il n'aura aucune vilesse de rotation par rapport a 
son centre de gravity, mais on commettrait tine erreur grave 
en affirmant que malgr^ sa deformation, le corps doit 
reprendre finalement la m^me orientation par rapport a 
Vespace E oii il est isol4, 

Voici un exemple tr^s simple que j'emprunte a M. Appell 
oil va se produire un changement d'orientation, malgre le 
retour du syslfeme a sa premiere forme. Imaginons un 
systeme ideal pesant contenu dans un cylindre homogene 
qui pent se mouvoir sans frottement sur un plan horizonlal. 

Comme la reaction du plan est suppos6e normale 
commune au plan et au cylindre, elle passe par le centre 
de gravite du cylindre ; nous allons placer main tenant 
dans le cylindre quatre hommes, dont deux ont la masse m 
et deux la masse ^, et leur donner des mouvements par 
rapport au cylindre qui laisseront a chaque instant le 
centre de gravit6 du systeme total en coincidence avec le 
centre de gravity du cylindre, 0. 

Le principe de la conservation des aires autour du point 
sera alors applicable k ce systeme parliculier. 

Les hommes places dans le cylindre ne pourront se 
d^placer qu'en prenant un point d'appui dans le cylindre, 
et il n'y a la que des forces interieures muluelles ; quant a 
la pesanteur, elle est commune k toutes les masses du 
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i. Nous aiirions done \k un sysleme isol^ si nous 
a pas la reaction du plan sur le cylindre. 
! sysleme n'esl done pas immediatement assimi- 
un sysleme de poinls libres soiimis k des forces 
es, i.ocALisfiKs sur des masses definies du sjstftme, 
nous ravotis suppose plus haul; mais si I'dd se 
aux explications donn^es a propos du principe de 
aert, on veil que I'equilibre de d'Alembert a lieu 
syst^me oii la reaction R serail suppos^e localisee 
)oint de conlacl acluel du cylindre. 
\ on regarde le corps rigide comme Equivalent a un 
; de points libres, sauf a inlroduire des reactions 
ires, nous devons exprimer I'equilibre de cet 
le de poinls libres, mais i'^qtdlibre devant siibsislrr 
la rigidificadon actuelle du systeme total d'apres le 
le du travail virtuel, on voil que Ics forces d'inertie 
SG faire ^quilibrc sur Ic systeme total rigiditi^. 
prcnant le moment par rappoit au centre de gravite 
ine la reaction du plan el on retrouve le principe 
IS comme pour des syst^mes de points libres soumis 
irces mutuelles. 

remarque faite, regions les d^placemenls des quatre 
i conform^ment aux quatre pbases suivanles : 

£tat initial ou posi- 
tion Po, les deux hom- 
mes de masse m sont en 
A„ el B„ a ttf^Jin s m O imi 
d f oite, aux extremites 
d'un mfime diametre 
d'une section droite cen- 
trate; les deux hommes 
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de masse t* sont sur le mgnie diam^tre en deu 
el D symelriques par rapport a 0. 

Premifere phase : passage de la position Po 
lion Pi- 

Les bommes de masse m marchent avec une mi 
sur le cylindre, qui peut glre suppose une roue 
de quantites^gales dans 
le sens d'une m6me ro- 
talioD figurSe par la 
flfeche pleine jusqu'i cc 
qu'its se trouvent sur 
une perpend iculaire a 
C, D„ le cylindre lourne 
alors d'une quanliti^ i 
vers la gauche- 

Deuxieme phase : 

Les homines de masse 
[1 sedeplacenl dequan- 
tit^s 6gales en mfime 
temps et se r^unissent 
au centre : la roue tie 
bouge pas, mais le mo- 
ment d'ioertie par rap- 
port a I'axe du cylindre 
diminue. 

Troisieme phase : 
passage de V. k P,. 

Les deux premiers 
hommes reviennent a 
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leurs positions primitives A^, B,, sur la roue; celie-ci 

tourne en sens conlraire de sa rotation primilive d^un 

angle p different de «, puis s'arrete en rafime temps que 

les hommes. 

Quatri^me phase : 

Les hommes de masse >x 
quittent de nouveau le 
p centre et reviennent a 
leur position relative pri- 
mitive; le systeme a re- 
prissa configuration pri- 
mitive, la roue ne tourne 
pas. 
Galculons Tangle ,8 — a dont la roue a tourne finalement. 
Appliquons le th^orfeme des aires pendant la premiere 
phase et pendant la troisi^.me phase. 
Soit I le moment d'inertie de la roue sans les hommes. 
Soient 0A„ = « 0Co = 6 
le theoreme des aires donne pendant la premiere phase 

et pendant la troisieme phase 







2ma^Q-?)-I? = 



on tire de la : 



2 ma^ 



Ti 



fi = 



& — X = 



I + 2 ma^ 2 

2 ma^. 2 xlIP' t. 

(l + 2maO(I + 2mfl* + }x60 2 
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ce qui montre que la roue a bien tourn6 d^un angle p — a 
non nul. 

Dans les dessins figures on a suppos6 un roulement pour 
mieux repr^senter les phases du mouvement, mais il est 
clair qu'en I'absence de frottement ce roulement ne peut 
se produire. 

On voit done que les consequences a iirer du th6oreme 
des aires ne sont pas tout a fait comparables a celles que 
Ton a d6duites de la conservation du mouvement du centre 
de gravite. 

Un animal isole et sans apptd ne peut modifier, d'aucune 
maniere, par ses mouvements volontaires le mouvement de 
son centre de gravile, mais un animal isol6 peut par des 
d6formations temporaires convenables r6aliser des d6place- 
meuts qui produisent, quand il revient a sa configuration 
primitive, un changement final d'orientation de son corps 
sans lui faire acqu6rir pour cela une vitesse de rotation lors 
de la solidification. 

C'est ce qui arrive pr6cis6ment dans la chute d'un chat 
abandonn6 sans vitesse (par la rupture d'un fil) et qui par- 
vienf, par des mouvements que M. Marey a photographies, 
a retomber sur ses pattes, ayant ainsi pro luit dans Torien- 
tation finale de son propre corps un changement Equivalent 
k un demi-tour, bien que le demi-lour n'ail pas 6t6 ex6cul6 
par un corps de forme invariable. 

— Remarqites stir les forces inter ievres que petit developper 
tin animal. 

II y a deux ans, la chute du chat donna lieu k d'intE- 
ressanles remarques a I'Academie des sciences ; vers celte 
6poque, je causais du ph6nomene avec un philosophe tout 
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dispose k croire que les experiences de M. Marey allaient 
donner un dementi aux lois de la mecanique, et cc philo- 
sophe avec humeur affirmait : « Comtne si les lois de la 
mdcanique pouvaient Stre valables pour les ^tres vivants! 
Esi'Ce que je ne puis pas produire de la force a volonte? » 
L'objection ne porte aucune alteinle au principe des aires, 
mais bien qu'impuissante k eel egard, elle se rapporte a 
des preoccupations tr^s legitimes. 

Qa'il s'agisse de la chute du chat on des mancBuvres 
ex6cut6es sur la roue de M. Appell, nous avons admis que 
les efforls provoques par Tfilre vivant ne peuvent consliluer 
que des forces mutuelles, soil entre les diverses parties de 
lanimal, soil entre quelques unes de ces parlies et les 
appuis. Rappelons la signiticalion dynamique de celle 
maniere de parler. 

Quand une force F (dont un fil tendu est pour nous 
Timage) agit sur un point materiel de masse m qui aurait 
pour acceleration nalurelle dans un certain milieu, J^, ce 
point va 6prouver une variation brusque d'acc61eralion, et 
si j^ est racc616ration du point, on a, nous Tavons vu, 

F r=; m {je — .!«) 

le temps 6tant mesur6 k Thorloge absolue. 

Considerons un syst5me de points Mide masse w., nous sup- 
poserons que ce systeme soil soumis a des actions mutuelles 
analogues aux tensions de fils ou de barres de masses 
negligeables, de maniere qu'une masse m, recevra des 
autres masses ntj uue action dont les composantes seront 

Km = 2/ F,A -^— 7-^ (U=Xy .»/ , ij r ,^= \'(X/ — Xk) * 4- ! iji — l/A) '^ -f [%, — JA ,« 
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Soil J,- racc6I6raliou naturell^ el 7, Tacc^leralion r6elle, 
on aura 

2* F,*r=H ;«/(;, -J,) 

d'ou 

t 

; E^ miji ^ mi ii -\- Sa F,a 

Si on pose alors m J, = *,. = force exl6rieupe, 
En raisonnanl comme plus haul on verra que Ton aura 
comme consequence de T^qualion veclorielle (E) le lh6o- 
r^me des momenls cxprim6 par ies Equations : 

J s. mi (xi -^1 — I/, — \ — momenls des forces *. , 

par rapport a Taxe de z el deux aulres 6qualions de mAme 
forme. Les forces F^ ont disparu. 

Si le sysl^rae S des masses M, est associ6 k un syslfeme 
a liaisons So en certains poinls duquel les sysl^mes S el le 
syst^me So 6prouvenl des actions mutuelles, il pent arriver 
que cerlaines de ces actions mutuelles ne soient pas loca* 
lis^es en des masses d6finies des. systemes S et So, tel est 
le cas des reactions de deux solides en contact; mais celle 
circonstance n'empfiche pas le principe des aires de s'ap- 
pliquer, comme on le voit en appli(|uant le principe de 
d'Alemberl au solide qui est en contact avec cerlaines 
parties de I'animal. 

Parmi les conditions qui cxpriment I'^quilibre du solide 
regard^ comme libre, puisqu'on tient compte des reactions, 
se trouve le tli6oreme des moments; on trouve ainsi en 
prenant les moments par rapport a un axe arbitraire oz une 
^nation analogue a T^quation des momenls donl le premier 
SEiembre se rapporle au corps solide, en contact avec 
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retre vivanl, par example la roue de M. Appell, et doul le 
second membre conlient les moments des reactions excr- 
etes sur le solide. En ajoutant Tequalion obtenue membre 
a membre avec Tequalion des moments on oblient un pre- 
mier membre 



dt "^' 



/ dyi dx,\ 

V^'di^^'dT) 



oil la somme S doit 6tre etendue k toutes les masses du 
systeme (6tre vivanl et solide en contact), et au second 
membre, oii ne figurent que les moments des forces exl6- 
rieures au syslfeme, si Ton convient d'appeler force d'un 
point la masse d'un point par son acceleration naturelle ; 
les moments des forces mutuelles ont disparu. 

L'emploi du postulat de d'Alembert pour le corps solide 
a cet avantage que Ton n'a plus besoin de regarder le 
corps solide dans chacun de ses equilibres comme Equiva- 
lent a un ensemble de points libres soumis a des forces 
mutuelles. 

La maniere de faire, adoptee plus haut, a rinconv^nienl 
de mettre en jeu les reactions interieures du solide, 
reactions dont on ignore encore les determinations avant 
d'aborder la tliEorie de Telaslicite. 

Ainsi, pour en revenir aux preoccupations de notre phi- 
losophe, on pent dire qu'un animal a le pouvoir de produire 
de la force en utilisant des points d'appui sur un systfeme 
exterieur, ou m6me en utilisant les points d'appui r^ci- 
proques que se prfitent les diverses parties de son corps 
les unes par rapport aux autres, mais ces forces produiles 
sont inutKelles, la mecanique n'affirme a leur 6gard rien de 
plus, rien de moins. 
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accelerations 
natareUes.^ 
Le prittcipe 
de la conser- 
vation de re - 
nergie. 



Plagons-nous d^sormais dans cet espace absolu d6fini a Nouveiie hypo- 

thftsp SUP Ias 

un mouvenient de translation uniforoie pres. On suppose 
g6n6ralemenl que la force absolue, c'est-a-dire le produit 
de la masse par Tacceleration naturelle absolue, est une 
fonction de la position du corps et d'autres 616nients phy- 
siques actuellement d6finissables. On dit qu'un syst^me de 
masses ou de points mat^riels comporte une fonction des 
forces U, si Xi, tji, z-, d6signant les coordonn6es cart6- 
siennes et X,, Y,, Z, designant les composanles de la 
force absolue, on a : 

^' - s; 

' - dyi 

7 -^ 
^' ~dZi 

si la fonction U est une fonction bien definie dans tout 
Tespace, le travail des forces relatif k un d^placement 
virtuel fini quelconque du systeme jouit de la remarquable 
preprints d*4tre independant des Stapes qui ont r6alis6 ce 
d^placement, il ne depend que de la position initiale et de 
la position finale du systeme ; en eflFet, le travail 616men- 
taire relatif k un d^placement virtuel quelconque est, en 
d6signant par dxi, dyi, dzi les projections du d^placement 
de la masse 772, : 

\i dXi + \i dyi + li dzi 



v.. 



OU, d'apr^s les valeurs de X,-, Y,, Zi, 
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la somme de ccs tiavaux relalifs a un d6placement infini 
ment pelil du sysleme sera : 



et le Iravail correspondanl au deplacement fini sera rinl6 
grale : 



Ui el Uo d6signant les valeurs de la fonciion U qui corres- 
pondent k la premiere et k la dcuxifeme positions du sysleme ; 
d'aulre part, les Equations du mouvemenl absolu sont, par 
la definition mdme de la force absolue : 

^ ^Vi _ V 






on tire de 1^ 



., fdxi d^x, . di/i d^yi . dz, dhx v j i v i i »/ i 



ou encore 



"■ (w "• t' + 1' '• I + il '■ t) = "■ '" + ^-^ ^"^ + ^' "" 



ou encore en d6signant par i\ la vitesse du point : 
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v/(l')"+(l')"+0* . 

d Q m, 1/,*) = Xi di,+ Y( dy + Z,<(t, 

d'ou, en ajoulant membre k membre ces Equations : 

d } S m,- Pi' = S (Xy dxi + Y,. <fy,- + Z; di;) 

c'est-k-dire, daos I'hypolh^se d'une foDctioQ des forces U : 

^ualioD doDt rinl^gralioQ est immediate, les Equations du 
mouvement du syslime admettent doDC V'mt^grale. 

-^"LniiVi^ = \1 -\- h h d^signant une conslante 

c'eat rinl^grale dite des forces vives. 

Le th^or^me de d'Alembert montre que lorsque les points 
maliriels ne sont plus libres, et qu'il exisle uoe fonction 
des forces naturetles absolues, le lii^oreine precedent sub- 
siste pourvu que les liaisons soient independantes du temps, 
la d^monstratioQ n'offre aucuoe difHcull^ et je crois super- 
flu de la reproduire ici. 

L'iutegrale des forces vives fournit un crit^rium remar- 
quable sur Ja stabilite de Tequilibre. 

— Lorsqu'un sysleme a liaisons p^versibles et indepen- 
dantes du temps est en ^quilibre sous Taction de forces 
qui d6rivenl, soil naturelleraent, soil en vertu des liaisons, 
d'une fonction des forces U, et si Ton diSsigne par g, g,... 
^t les variables independantes qui d^finissent k chaque 
instant la position du syst^me, les valeurs de ces variables 



iDvisag^es eD une posilion d'^quilibre du syst^me v^rifient 
es ^uatioDs : 



3^ = " 



En effet, le travail virtual correspondaal a un d6place- 
nent mBnimeDt petit du sysl^me, est dans Thypoth^se de 
'existence d'une fonction dea forces U : 

S'il y a ^quilibre, cette somme doit, d'aprfes le principe 
u travail virtuel, 6lre nuUe quelles que soient les Zq, ce 
ui ne peut avoir lieu que si 

'«o "! = o...^ = o 

aq, dq, dq^ 

Ces conditions seraient en parliculier remplies si la fonc- 
OD U se trouvait maxima ou minima. 

La distinction des deux cas est essenlielte, on va le Toir, 
our la stability. 

On dit que des forces fonctions des param^lres g sont en 
^uilibre stable sur le syst^me k liaisons fixes consid6r6es 
irsque chacune des masses mt 6tant suppos6e 6cart6e sii//i- 
immenl pen de sa position d'^quilibre Mf", et abandonn^e 
I avec une vitesse initiale suffisammetii petite, I'^cart du 
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point a sa posilion d'^quilibre el sa vilesse resleroni loujours 

en valeur absolue inferieurs k des limites assigaables. ' 

Si pour une position donnee du sy si feme la fonclion U 
est maxima, T^quilibre sera stable. 

Tel est le th^orfeme de Lagrange dont Lejeune-Dirichlet 
a donn6 une demonstration rigoureuse que nous reprodui- 
sons. 

Soient qx^'qi'qk les valeurs des q lors du maximum de U 

posons 

7i = ?!*' + >^i 

7-' = (/-'' + ^i 



qk = (ik"" + h 



la fonction U devient une fonclion des Xi, X„... x^^, 
U (Xi, Xj,...X*) qui est maxima pour les valeurs nuUes des 
variables x; la difference 

U (X|, X-i,... Ik) — U (o, 0,... o) 

est done nSgaiive, lorsque les X d'ailleurs suffisamment 
petits en valeur absolue ne sont pas tons nuls : telle est la 
d^iinition m6me du maximum d'une fonction qui va nous 
servir. 

Designous par p uue pelite quantity, et consid^rons I'en- 
semble des valeurs absolues des X dont aucune ne d6passe 
P, mais dont Tune au moins atteint p; pour toutes ces 
valeurs les differences 

U (o, 0,... o) — U (Xi, .. "kk) sont positives. 

soit e leur minimum n6cessairement different de z6ro et 
positif. D'autre part soient V V-. V des valeurs des X assez 
petites en valeur absolue pour que Ton ait 
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U (o, 0...0) — U (X|0X2°...Xa°) < I 



Plagons le sysl^me dans la position d6finie par les valeurs 
V--- V et abandonnons-le en donnant a chaque masse m 
une Vitesse v/" assez petite pour que I'on ait 

Je dis que dans Ic mouvement naturel du systeme ainsi 
abandonn6 aucune valeur absolue des X ne d6passera p. 

En effet, les variations etant continues, s'il en 6tait ainsi 
a un moment donn6, il y aurait eu un moment ant6rieur 
oil quelques X atteindraient la valeur p sans que les autres 
Teussent d6pass6e; voyons ce que nous donne rint6grale 
des forces vives appliqu6e a ce moment; nous pourrons 
r^crire 

-f[U2(o.. .0) - U (X.^ x,0;] 

Le second membre de cette egalit6 est form6 de 3 cro- 
chets dont les deux derniers sont positifs mais moindres 

que I' et dont le premier est negatif, mais en valeur absolue 

sup6rieur a e, le second membre serait done n6gatif, ce qui 
est absurde puisque le premier membre est essentielleraent 
positif, il est done impossible dans ces conditions qu'aucun 
X atteigne la valeur p. 

Theoreme de Reccmmeut un g6ometre russe a d6montr6, pour la pre- 
M. LiapouDof. mi^pg f^jg^ i^ r6ciproque de cette proposition et fait voir que 
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lorsqu'il exisle une fonclion des forces, la slabilite de 
Tequiiibre exige que cette fonclion soil maxima. M. Hada- 
mard a relrouve de son cdt6 le m6me Iheoreme que nous 
nous conlenterons ici d'6noncer. 

On se rappelle que dans les syslemes a liaisons, le ren- Consequences 

r . J I • • i* 1 s /• • I • I <^u theor^me de 

forcement des liaisons renforce lequilibre. ^ Uapounof. 

Lorsqu'il existe une fonclion des forces le renforcement 
des liaisons renforce aussi la siabilile. G'esl ce que raonlre 
le Ih^orerae de M. Liapounof. 

II esl naturel de se demander si ce renforcement de la ^a propriete 

 u-iwjc I c ij !•• u*i prdcedentene 

slabilite, par le renforcement des liaisons subsisle sans 1 ^ • * , 

' ' suosiste plus 

rhypolhese de Texislence d'une fonclion des forces. S'il en en I'absence 
etail ainsi en loule ceneralile deux points libres places en d'unefoncUon 

des forces. 

deux positions d*6quilibre stable, seraient en 6quilibre 
stable quand on viendrait a les reunir par une barre rigide 
de longueur invariable. 

Cetle propri6l6 ayanl lieu, quelle que soil la longueur de 
la barre, on pourrail conclure que si deux forces, fonclions 
de point, laissent un m6me point en une m6me position 
d^equilibre stable, leur rcsullante jouirail de la m6me pro- 
pri6l6. Or cetle proposition esl fausse, comme je le monlre 
dans une des notes placees a la fin de ce volume. 



RESUME 



Deux £cole8 en H6canique. 



II n'y a, parmi les mecaniciens, aucune discussion sur la 
maniere donl les principes gen^raux de la m^canique 
doivenl 6tre compris et appliqu6s, mais il y a diverses 
maniferes d'appr^cier la signification philosophique des 
concepts fondamentaux de la science. 

Pour certains csprits, la m6canique est une m6taphy- 
sique, la derniere qui subsiste, mais imp6rieuse et 
inflexible ; pour d'autres, elle est une intuition directe de 
Teconomie generale de la nalure; pour quelques-uns, elle 
est n6cessile de notre eqtendement; pour d'autres, elle 
est le fruit d'experiences tres gen6rales; enfin, presque 
pour tons, elle est le scheme oblig6 des theories physiques. 

Force et mature sont des vocables (jui exercent une 
fascination irresistible sur les esprils disposes k refaire le 
monde avec des mols. Les mfimes mots, d'ailleurs, 
reviennent sans cesse sur la bouche de ceux qui aiment 
mieux agir sur la nature que discourir 61egamment sur 
elle. 

Ces' mols expriment aussi bien la preoccupation du 
chercheur que la vanile des explications pueriles et pure- 
ment verbales, et cela suffit pour expliquer Tinterfit que 
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pr6sente encore I'analyse des id6es si variables qui courent 
sous ces mots. 

Qu'esl-ce qu'une force ? 

Posez la question a un professeur de m6canique ralion- 
nelle, il vous r6pondra : « G'est une cause de mouvement. » 
Et il ajoutera mfime, s'ii est surtout analyste : « C'est une 
fonction de point qui me sert parfois a predire le mouve- 
ment, comme en astronomic, ou cela a merveilleusement 
r6ussi. » 

Posez la m6me question a un ingenieur, il r6pondra : 
« La force, c'est ce qui fatigue des liens d6termiu6s, ce qui les 
tend, ce qui peut les rompre ; c'est aussi la fatigue de mon 
bras, laquelle peut r6sulter soil d'un 6quilibre auquel mon 
bras participe, soit de la modification de mouvement qu'il 
produit sur une quanlite de matifere determin6e. » 

La pr6f6rence accord^e k Tun ou k Taulre de ces deux 
points de vue caract6rise Tune ou Tautre des deux 6coles 
de la Mecanique. 

Sans doute, la m6canique n'existe que par le rapproche- 
ment des deux points de vue, mais Tune ou Tautre ecole 
subordonne Pun des points de vue a Tautre. 

La comparaison des deux 6coles est interessante, elle 
invite a mieux comprendre la port6e des methodes de la 
science, leur puissance et leurs limites. 

L'£cole classique. — Pour bien comprendre le point de 
vue de T^cole classique, il imporle de se rappeler que les 
fondateurs de la mecanique furent aussi les fondateurs de 
Tastronomie, et que, contrairement a Topinion du bon 
La Fontaine, la mecanique celeste est infiniment plus 
simple que la m6canique lerrestre. 
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Galil6e cr6a la notion ii" acceleration, dont le rdle cin6ma- 
lique devait 6tre si utile a Tastronomie ; rappelons bri^ve- 
ment Timportance de ce r61e. 

Apres que K6pler eut d6couvert la premiere et conside- 
rable approximation des mouvements int6rieurs du systeme 
plan6taire, ou le mouvement elliptique, la determination 
par Newlon de Tacceieration dans ce mouvement consti- 
tuait un beau th6oreme de g6om6trie, mais n'apportait 
aucun element nouveau au probleme physique dont Kapler 
venait de donner une premiere solution. 

Au contraire, le jour ou Newton transporta audacieuse- 
ment dans le ciel le postulat de r6galit6 de Taction et de 
la reaction, la divination de Vattraction riciproqxie des 
corps du systeme donna immediatement le moyen de 
corriger, de completer I'approximation de Kepler. 

Un fait digne de remarque, et trop pen remarque, accom- 
pagnait la memorable d6couverte de Newton, je veux 
parler de Tabandon du systfeme de coordonnees de Copernic, 
si utile a son heure, et de la consecration de ce systeme 
de rep^res iraplicitement adopte aujourd'hui sous le nom 
d*espace absolu. 

Le systfeme de coordonn6es de la m^canique celeste a 
pour origine le centre de gravity du syst5me planetaire ; 
et, de plus, Torientation absolue de ce systeme pourrait 
6tre deduite de Tobservation des seuls mouvements relatifs 
du systeme par une m6thode analogue a celle dont on fait 
usage pour la determination du plan invariable. 

La mecanique celeste rattache ainsi a Thorloge absolue, 
que ses principes redament, la determination de directions 
absolues. 

L'accord des tables astronomiques et des observations 
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signifie que dans cet espace invariable racc61eration de 
chaque plan^te et du soleil est efficacement pr^dite par 
la loi de Newton. 

La m6canique eut ainsi, k ses debuts^ un systeme du 
monde a expliquer, et le succ^sde ce premier essai explique 
aussi tout naturellement le point de vue pref6r6 de Tecole 
classique. 

Sous ce point de vue la force est, avant tout, cause de 
mouvement; la force z6ro est caraclerisee dans Tespace 
absolu, par I'absence d'acc616ration, c'est-a-dire par le 
mouvement rectiligne et uniforme, comme le veut le prin- 
cipe de I'inertie. 

II est essentiel de remarquerque la composition des forces 
en astronomic s'eflFectue dans le cerveau du giometre et 
Dulle part ailleurs; car, bien que la decouverte de Tattrac- 
tion reciproque soit n6e de preoccupations dynamiques, 
Tattraction ne joue, en somme, pour Tastronome, qu'un 
rdle purement cinematique; la masse est ici un simple 
coefficient constant qui intervient dans une prediction 
efficace du mouvement. 

II est vrai que la force est satisfaite, puisque dans cette 
mani^re de parler, elle produit le mouvement ; mais cette 
satisfaction n'est qu'une image. 

En astronomic, le mot force n'ajoute rien au point de vue 
cin6matique, il retrace un souvenir interessant de Thistoire 
de la science, mais il est 6tranger a un probleme qui reste 
un problfeme cinematique, tant qu'on ne veut pas se pr6oc- 
cuper du milieu physique ou se produisent les mouve- 
ments. 

L'astronome ne s'int6resse d'ailleurs qu'au point de vue 
cinematique. 
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L'£cole du fil, ou £cole des liaisons. — Lagrange et Reech. 

— Le point de vue dominant est ici la consideration de 
certains systemes materiels de masse *n6gligeable, ayant 
aussi une ou deux dimensions n6gligeables, envisages dans 
un 6tat parliculier, etat de tension^ et capables de transmettre 
des efforts considerables a d'autres corps eloign6s. 

Le type ideal d'une viachme de ce genre est un fil, fil 
parfaitement flexible et tres l^gerement extensible. 

G'est la rimage, le modele de Tid^e de force, dans la 
second e 6cole. 

Certains esprits m6prisent cette id6e vulgaire de la force, 
comme ils meprisent cj'ailleurs la notion de Teffort mus- 
culaire. 

Ce m6pris ne me parait pas justifi6, car seule, la notion 
vulgaire de la force est la notion f^conde ; la mecanique, 
avouons-le hautement, est essentiellement anthropomor^ 
phiqiie. 

Dans Tordre d'id6es que je resume en ce moment, un fil 
a, dans un 6tat physique determine, une certaine lon- 
gueur normale dont la variation proportionnelle pent servir 
a definir la tension par une graduation exp6rimentale. 

On dira qu'un fil F possede une tension simple, double, 
triple, etc., si cette tension prolong6e et se r6partissant 
soit sur un, soit sur deux, trois fils / unites communique 
a chacun de ceux-ci un m6me allongement proportionnel 
determine. 

C'est la une image, qui n'a de signification pr6cise que 
dans la mesure ou est tolerable Tapproximation qui n6glige 
la masse du fil et le regarde comme indifferent a tons les 
mouvements lateraux. 

Cette image traduit alors un fait reel, la composition des 
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forces, car les tensions de plusieurs fils tirant un m6me 
corps sont individaellement observables. 

La seconde ecole envisage la r6alite comme suffisamment 
exprim6e par la superposition de ces trois abstractions en- 
visag6es d'abord s6par6ment : 

La force, la masse, les liaisons. 

Au premier abord, T^cole classique semble avoir Tavan- 
lage de la simplicity, puisque les deux premieres abstrac- 
tions lui suffisent, mais en revanche elle invoque le principe 
de rinertie et surtout lui donne une allure beaucoup plus 
m6taphysique qu'il n'est besoin. 

L'6coIe classique, en subordonnant la notion de force au 
mouvement, la fail dependre des rep^res du mouvement : 
le sysleme de coordonn6es et Thorloge. 

Or, la m6canique des liaisons et des forces inlerieures 
est, dans une tr^s large mesure, independanle de ces reperes. 

Voici comment se presente la dynamique dans T^cole 
dufil : 

Supposons qu'une force vienne a agir sur un mobile 
a parlir d'un instant donne, on pent distinguer dans le 
mouvement de ce point : 

1° Le mouvement pendant une dur6e infiniment petite 
precedant Tinslant actuel ; 

2^* Le mouvement pendant une duree infiniment petite 
immediatement posterieure k Tinstant actuel. 

La consideration du premier mouvement donne lieu k 
une acceleration finissante representee en grandeur, direc- 
tion et sens par le vecteury; le second mouvement comporte 
une acceleration commencante representee par le vecteur J. 

Nous admeltons avec Reech comme fondement de la 
dynamique que la force qui a produit cette variation 
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brusque d'accderation sur une masse donnee est propor- 
tionnelle au vecteur qui represenle la variation geomi^ 
trique J — j, 

II resulte du Iheor^me de Goriolis sur racceleralion dans 
les mouvements reialifs que si ies accelerations J et j 
dependent du systeme de coordonnees adopt6, la variation 
J — j n'en depend plus. 

G'est la un grand avanlage de la conception de Reech. 

J'ajoule que cette mfime conception attenue encore le 
r61e de Thorloge, car soient r et y ce que deviennent les 
accelerations J et y, lorsqu'au lieu de consulter une horloge 
marquant le temps iy on consulte-une horloge marquant 
le temps 6, on a Tegalite vectorielle : 

(J — ;) rf/* p=^ (r - i) rfo^ 

de la un moyen theorique de rattacher la mesure du temps 
absolu k la mesure de la force, car si on d6signe la masse 
sur laquelle agit la face F qui trouble le mouvement, on 
posera : 

F J:^ (r ~ y) 

et les equations pr6cedentes de/imssent d'une maiiiere sura- 

bondante la vitesse -^- de Thorloge absolue par rapport a 

rhorloge exp6rimentale qui marque le temps /, des que la 
force F est connue. 

Ces considerations ne semblent definir le rdle dynamique 
de la force qu'au moment ou elle apparait, car nous 
n'avons considere que la force qui trouble le mouvement a 
repoque t. 
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Ces considerations, toutefois, s'appliquent encore lorsque 
racc6i6ration n*6prouvant aucune variation brusque, on 
compare cependant enlre eux le mouvement r6el et un 
mouvement possible particulier qui aurait avec le mouve- 
ment r6el une vitesse commune. 

Quant au mouvement possible choisi comme mouvement 
natttrel il dt^pend de Vetat de nos connaissances physiques. 

Un exemple fera bien comprendre ma pens6e. 

Supposons un instant que, fermant les yeux aux pheno- 
m6nes du ciel, nous nous cantonnions dans le determi- 
nisme terreslre tel que Galilee nous Ta fait connaitre, le 
mouvement naturel rapport6 a un lieu determin6 serait 
d'abord le mouvement parabolique a acc616ration constante. 

Puis, apr^s avoir 6tudie la variation de la gravite sur le 
globe, le mouvement nalurel serait, en chaque point du 
globe, un mouvement qui aurait pour acceleration la gra- 
vity en ce lieu. 

Cette gravite pent, d'ailleurs, th6oriquement 6tre observ6e 
soit par la tension d'un fil, soit par T^tude d'une chute 
libre. L^accord des deux modes d 'observations est affirm^ 
par une induction exp6rimentale plulOt que par une expe- 
rience precise. Lorsque la masse en mouvement devient 
plus considerable, les approximations precedentes ne suf- 
iisent plus, et il faut recourir au d6terminisme astrono- 
mique pour d6finir le mouvement naturel. 

Quoi qu'il en soit, si nous comparons le mouvement r6el 
oil Tacceleration est J, au mouvement naturel oCi Tacceiera- 
tion est j, nous convenons de dire que la force surajoutee 
qui agit sur le corps de la masse m est, devant une hor- 
loge absolue, proportionnelle au vecteur : 

m(J— ;) 
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La connaissance de la force et du mouvement naturel 
determinent le mouvement d'un point libre par des Equa- 
tions diff^rentielles du second ordre. 

Si le sysl^me de corps est a liaisons, on pourra 
encore d6lerminer son mouvement par le principe de 
d'Alembert el le lh6oreme du travail virluel, car il est 
essenliel de remarquer que la significalion de ces principes 
ou du principe de Gauss, qui les resume* d'une manifere si 
saisissanle, est tout a fait independante des horloges ou des 
systfhnes de coordonnies adoptees pour repr6senter le mou- 
vement. 

Les fatigues des liaisons (en tant que les liaisons sont 
depourvues de la qualile masse) sont independantes de ces 
reperes et independantes aussi du mouvement naturel 
adopt6 comme mouvement type pour d^finir la force troti- 
blante. 

Le point de vue que je viens de d6veloppep, en TElar- 
gissant un pen, appartienl k Reech {M^canique fondee stir 
la nature flexible et dastique des corps) . 

Si cet ouvrage n'a pas eu Tiufluence immediate qu'il 
devait avoir, cela tient a des causes diverses, sans doute 
aussi a la pittoresque, mais violente humeur de Tauteur. 

On connait la maniere dont Reech s'exprimait sur certain 
Iheoreme d'hydrodynamique ; toutes les fois qu'il avail k 
se reporter a ce th6orerae, il le denommail en ces termes 
bizarres : 

Mo7i theoreme de Newton, retrouvd par M, Bertrand. 

D'ailleurs, Reech lui-m6me semble avoir m<^connu le lien 
qui rattache ses idees a celles de Lagrange; je suis persuade, 
pour ma part, que la qualile liaison des corps de Reech 
6lait dans la pensee de Lagrange, chez qui le genie de 
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Tanalyste ne doit pas faire oublier la profondeur du m6ca- 
nicien et du philosophe. 

L'id6e originale de Reech peut d'ailleurs 6tre d6barrass6e 
de la conception des liaisons* 

Dans ses belles legons sur la theorie de F elasticity ^ 
M. Poincar6, revenant sur une idee de Poisson, insisle sur 
ce fait que la conception des syslemes a liaisons n*a pas 
plus de gen6ralit6 que la consideration des syslfemes libres. 

Cela est vrai au point de vue analytique. 

Mais, au point de vue concret qui est le point de vue 
dominant de la m6canique, j'ose plaider en faveur des 
liaisons qui, seules, peuvent soustraire la notion de force 
a Tarbitraire qui est inherent a la definition cinematique 
de y effort. 

L'id6e fondamentale de Reech n'est d'ailleurs, je le 
repete, pas liee a la conception des liaisons, bien que 
Tauteur y tienne absolument; rid6e neuve de Reech con- 
siste, surtout dans la modification si heureuse, k mon avis, 
qu'il a apportee a la formule de la m6canique classique : 

« La force qui agit sur une masse donn6e est proportion- 
nelle a racc61eration de cette masse (sous-en lendu, dans 
Tespace absolu) : telle est la formule classique. 

« La force (perlurbatrice) est proportionnelle a la varia- 
tion d'acc616pation dans le mouvement trouble. » 

Telle est la formule nouvelle, qui ne fait pas mention 
des reperes g6om6triques du mouvement. EUe permet de 
d6velopper la mecanique dans son cadre essentiel, sans la 
m6ler a des questions physiques, particularisees, sans avoir 
recours au fameux principe de Tinertie. 

Ce principe doit fitre honor6 pour avoir servi d'i?naffe 
k Galil6e et a Newton, mais c'est une image superfine dont 
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la m6canique proprement dite peut et doit se passer, 
comme elle se passe du principe de la conservation de la 
force. 

G'est le m6rile de Reecli (\e Tavoir montre netlement le 
premier. 

Et maintenant, entre les deux 6coles, cbacun choisira 
selon'ses gouts; pour ma part, je donne la pr6f6rence 
k r^cole de Reech, et je me contenle de faire remarquer 
encore que la comparaison des deux 6coles restera toujours 
ivhs suggestive pour tons les esprits qui desirent appro- 
fond ir Taspect m^canique des theories physiques. 



DEUXIEME PARTIE 



MfiCANIQUE DES CORPS DEFORMABLES 



I 



£tude cin^matique des dfiplacements relatifs 

et des deformations. 

Deformation fondamentale et rotation moyenne. 

1 . Distribtiiion des vilesses dans tin milieu continu en 
tnouvemenl continu. — ConsideroDS d'abord un milieu con- 
tinu d^formable en mouvement par rapport k des rep^res 
conn us. 

Si nous consid^roDS un ^tSment de volume dt, eel ^l^ment 
pourra se d6placer et se d^former, mais la mati^re qui le 
compose sera, nous I'admeUons, toujours la mSmc. 

Nous pourrons alors, en parlant d'un point A du milieu, 
dislinguer soit le point de I'espace de rep^re, soit le centre 
d'uQ element de volume et de masse du milieu; envisage 
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SOUS ce dernier aspect, ce centre portera le nom de point 
physique. 

Soit A un point physique; par ce point menons des 
droiles paralleles k des directions fixes dans I'espace de 
repfere E, soit B un*point physique du milieu, voisin de A, 
soil E la distance AB; dans le mouvement relalif de B par 
rapport aux axes de direction fixes menees par A, on pent 
d(5composer la vitesse relative de B en deux, I'une dirig^e 
suivant AB : J^' I'autre u perpendiculaire k AB. 

Nous ad/nettro)ts comme d^finilion de la conlinuite du 
mouvement que lorsque le point B se rapppoche indefini- 
ment de A les rapports - jj el- - reslent finis. 

Soient u, v, w les composantes de la vitesse du point 
physique A dans le systeme E et «,, r„ zi\, les composantes 
de la vitesse du point B, les composantes de la vitesse 
relative de B seront : 

II — tt„v — v,,w — w,; soient x y z\ x, y^ Zi les coordon- 
n6es cart^siennes de A et de B, admellom que les fonctions 
u, V, w, admeltent des ddriue'es paHielles et faisons ; 



On aura en nfegligeant des quantil^s du second ordre par 
rapport a c 
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Soient a, h, c, lea cosinus directeurs de la di 
sorte que 



on ddduit de la en introduisanl la quantite i 
petite - ds que I'od nomme dilatation et la quantii 
I'oa nomme la vitesse de dilatation et que nous 
par e : 



d'ou par comparaison avec les valeurs pr^c^d 
vitesses relatives. 

ia 
it~ 
rft_ 
rft" 

ces Equations et I'ldentitd : 

da . db de 

"dt + Al+'dt=^ 
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ROTATION MOTENiNE. 



On Irouve ainsi : 



iO\ « ^^ m . ^" .« ''w • . /'du . dv \ . , /^dv . div \ . ydw du\ 



Rotation 
moyenne. 



en d6signant la forme quadraliqae dii second membra 
par 2 9 [a, b, c). 
On pent encore ^crire 

Si on considfere la surface cp [x'y'z') = K on pourra 6crire 



=v^ 



la surface cp {x'y'z') =: K porle le nom d'indicatrice. 



On peut 6crire les Equations (1) sous la forme 



/ dx' du .,^ fdu^dv\ . , I /du dw\ , , 1 /du dw \ , 1 /dv du\ , 



( 



el deux aulres Equations analogues. 



Posons mainlenanl : 



0) 



"% \dz 

__ i /dv du 



) 



dv 
d 

dw\ 
dl) 



du\ 
dyj 
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et les relations (I) s'6criront alors : 

il est ais6 de voir que le vecteur Q d6fini par la relation 
vectorielle 

"f-^P+J + r 

a une d^Sniliou invariante k regard da tri^dre des axes. 

Les seconds termes des seconds membres des Equations 
(5) expriment, comma on I'a vu (l'" parlie, ch. IV), les 
composantes des vitesses dans une rotation a; les premiers 
termes correspondent k une deformation. 

II est essentiet d'ailleurs d'observer qu'il y a une infinite 
de maniferes de decomposer les deplacements du milieu 
autour d'un de ses points en une deformation et un d^pla- 
cement de solide rigide, de manifere k ec que ce dernier 
soit arbitraire ; mais la decomposition precedente dmi 
a Helmholtz jouit de proprielSs interessantes. 

Voici Tune de ces proprietes : 

Les trois fooctions -ir -ir -ir (fonctioos de x', y' z') ont 
^te decomposees simultanement sous la forme 

rf( dx'^ 
dt - <iy' ^^ " 



TBgORtHlE DE BELTRAMI. 

jtes A, B. G, v^rifiant la condition 



'dy 



IS verroiis plus loin que le mode de decomposition 
§e de trois fonctions donnges sous les formes 
s n'est possible que d'une seule mani^re. 
fonctions sent des fonclions linSaires de x', y' , z' . 



;atrice est une 
es, en ce cas 



•ique que Ton peut rapporler 

l^rons alors les points physiques situ^s sur la sur- 
:ette indicatrice. 

H)rdonn6es a;' y' s' de I'un de ces points devieu- 
boul du temps dl en vertu du mouvemenl de 
.ioD d'Helmboltz 






^+1 



' + 7 



ce indicatrice envisagee comme surface physique 
forme done en la surface qui a pour Equation 



.J 
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O+'O-'C +*)<'+*) 



ou, puisque dt est infiniment petit : 



*1 I ifl I *'! 



rindicatrice se transforms done en une surface du second 
degr6 homoth6tique d'une surface homofocale de la surface 
primitive, 

Menons par le point A 3 diamfetres conjugu6s de Tindica- interprttation 

 ••AAAAAA ^®^* d6for- 

trice • i\Ai| AA29 AAj. «.^«,:^-. -. J 

Soient jDi,/?2, ;d3, les distances du point P {x'y'z') aux plans mentaiepar 
respeclifs (AAjA,), (AAsA^), (AA.A^) et (X^fx.v,), (X^a^v^), Heimhoitz. 
(^jjAjVj) les cosinus directeurs des distances pi,Pi,Pij relali- 
vement aux axes, on aura d'apres le theorfeme des projec- 
tions : 

L'6qualion de la surface rapport6e aux plans conjugu6s 
pent s'6crire : 



les valeurs de Kj K, K3 peuvent 6tre calcul6es ais^ment, 
car en d6signant par 6, la vitesse do dilatation lin6aire 
suivant AAj, on a : 



th£oii£he d'helhholti. 

nmant u,, »>,, <»,, les angles de la droile AB 
lances pi, jd,, p^ 

pi :^ » COS (Ot 



= — T— Pi^'H r— ?*'■» + — r- P»^' 

COS'ti>| COS'tu, COS'wj 



- Pi Vi H i Pi ^1 T i — P3 



)rtme : en chaque point P voisin de A, la d^for- 
amentale est la r^suUanle g^melrique des trois 



CUS'to,  eos' oii cos' (Oj 

?pectivement suivant les perpendiculaires aux 

gu^s. 

} et AB, deux droites issues de AdoDl les cosi- 
irs sont respectivement (a b c), (a, b, c,). Tangle y 
droites sera donn6 par ; 

cos Y ^= IK1| -f- 6ii -f- CCi 
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en diffiSrenciant on aura, par les formules (2) : 

si les deux directions sont rectangulaires, on trouve 

faisons, par exemple : 

fl = * = 1 c = 

fli = fti = ci = i 

les deux droites sont les axes de y' et de z' envisages 
comme axes physiques, et on trouve ainsi : 



d.Ci'Z') 
dt 



nous poserons d^sormais : 



/dw dv\ 



(6) 



du 
" ~dx 


dw dv 

P' -d^ + Tz 


dv 


^ du , dw 
?• dz + djo 


dw 
*' ='dz 


_ dv pu 
!*' -dx~^dy 



ai, %a, x, sont les vitesses de dilatation axiales ^i, ^i, p, 
sont les vitesdes de conlraetion angulaire axiales. 
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t A, imaginoDs une sphere concentrique, de 
'emplie d'une matiere homogfene de densite h-; 
lie chaque particule de cette sphfere soil anim^e 
e 6gale a la vitesse du point du milieu qui 
c lui, le produil de la masse de chaque parti- ' 

vilesse est ce qu'on appelle la quantity de 
de cette masse. On pent assimiler ces vecteurs 
, el effectuer la reduction ordinaire de la sta- 

considere au point A des vecteurs paralleles 
ulraires aux premiers, ils forment avec ceux-ci 
; le couple resultant de ces couples est le 
syst^me des forces par rapport au point 0, et 
ite de I'axe de ce couple estime suivant I'un 
coordonn6es sera egale k la somme des moments 
is de mouvement consid^rees par rapport au 

ns d^montrer que ces moments sont, a un fac- 
et prfes, les composantes p, q, r de la rotation 

nt par rapport i Taxe de x d'une force P, dont 
ins sur les axes sont X, Y, Z et qui est appli- 
loint [x, ij, s), est 'ly — Y;. 

es moments clierchfie sera done : 

:£«;»■,!/' — 11,=') 



;eneit6 supposee de la sphere donne de suite 
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La somme pr^c^dente, ou les d6riv6es partielles sont 
regard^es comme constanles, se rMuit done k 

dto „ ,, dv ^ 



D'ailleurs si I est le moment d'inerlie de la sphere par 
rapport k Yin quelconque de ses diam^tres, I'expression 
pr^c6dente se r^duit a 



Mfirae raisonnement pour les raomenls par rapport aux 
deux aulres axes; si ces moments sont L, M, N, on aura 

L = Ip 
N = Ir 

— Comme le moment qui a pour composantes L, M, N, 
est un invariant, la rotation O definie par ses projections 
p, q, r jouira de la mfirae propri^te, comme on I'a deja 
indiqu6. 

— Voici une autre propri6t6 de la rotation moyenne, si 
on adopte comme axes les axes pdncipaus de I'indicatrice, 
len quantit^s 

(lit ,dv dv d>i- dtp .du 
dy'do)' dz''dx' dx'dz 
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son! nulles, mais nous avoDS vu qu'elles repr^sentent les 
vitesses des contractions angulaires des angles des axes. 

La figure form6e par les axes de Tindicatrice se d^place 
done sans se d6former d'une fa^on apparente puisque les 
deformations fondamen tales d'un point de chaque axe se 
r^duisent a des de placements sur cet axe. 

Le triMre trireclangle tourne alors en bloc par la rota- 
tion Q, 

II est bien entendu que nous ne consid6rons en parlant 
des deplacements de points appartenant aux arStes du 
trifedre que les points infiniment voisins de A. 

Si on voulait renoncer au langage si commode des infi- 
niment petits on devrait dire : 

Si on considere un trifedre trirectangle forme a Tepoque 
/ avec les axes de Tindicalrice, ce trifedre se change en un 
sysl^me de trois courbes et si on envisage les tangenles a 
ces trois courbes on forme un nouveau triedre variable, la 
Vitesse de variation des angles correspondants est nulle a 
r^poque /. 

Les deux manieres de parler sont 6quivalentes, mais la 
premiere >a Tavantage de la concision et nous continuous a 
I'adopler. 



ir 



Cin6matique {suite). 

L'ellipsoide de deformation, les dilatations principales, 

d6placement d'un 616ment de surface physique, 

th6or6me deM. Bertrand. Emploi de coordonn6es curvilignes. 



Considerons a I'^poque / Tensemble des points physiques ^formation 
(x y z ) qui sont sur la sphere : 

a Tepoque ^ + rf/ ie point B aura pour coordonnees relatives 

X" y" z" ; 

et, en n6gligeant les lermes en <//*, on aura : 

x" = x' ■\-{u^ — Ui)dt 
s" = i' + («'i — tVi)dt 



posons 



udt = I 

vdt = yi 

wdt = C 



on aura : 
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(<+ S^ '■+$«■ +f- 



d\^, 
dz 



= 3f 



di\ 






en r^solvant ces Equations en x' y' z' on lire 
par exemple : 



X = 





II 




dX, 




dl 






X 




dy 




dz 






V" 




d\ 




dy, 

dz 
. . dr. 






z" 




dy 




'+dy 




1 . 


dl 




rfi 


d\ 




i + 


dx 




dy 


Jz 




• 




dx 

dX, 

dz 


i + 


dt\ 

dy 

dK 
dy 


d-n 

dz 





ou en negligeant les termes en di' 



'^'." 
rfr 



on calculera de m6me y' el 5', on oblienl ainsi les formules 



a?' 



= -S) '■- j1 - '- 1 '• 



y'= - 



S'+(<-^;)^ 






~ - dx" dy^ -^y-dz)^ 
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et en portaot dans I'^qualion de la sphere on aura, 
en negligeant les termes en dt* 

' ' „ ../iTi.dr,, „ „ ,,/J; . «! „ ., ,yj. 



cclte surface esl un ellipsoldc qui a mSroes axes 
dicalrice. 

Cherchona les vilesses de dilafalion principales. 

On sail que si on envisage une forme quadratiqi 

F (X, y, z) 

et qu'on lui associe la nouvelle forme, contenan 
termini S 

F{*,i/,»)-Sl*'+M« + i»}=?(*,9,i}=A*'+Ay + A'V + iBi(» + SB- 

les valeurs de S pour lesquelles les polynOmes 



cessent d'£lre linSairement ind^pendants sont ^vi 
ind^pendantes des changeraenls de coordonn6es 
pent faire sur les coordonnees x, y, z, pourvu 
restent rectangulaires; ces valeurs de S sont foui 
r^quatiou : 

A B"I 

B"A' B =0 

B' B A" 

c'est-a-dire en faisani 
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F = ax' -\- a' y* -\- a" z* -{- zl>yz -\- zb' zx •{■ zb" xy 
a — S fc" I 



(2) 



-S 



or si requatioD de la quadrique est mis sous la forme : 

on Toit que S„ S,. S, sont pr^cis^meot racines de I'^qua- 
tioD en S (2) ; les longueurs des axes a, b, c, sonl d'ailleurs : 



a'=g^ , fc" =^, c 



AppliquoDS ceci a la quadrique {1} on aura 

s, = -, s, = ^, s, = ^ 



D'ailleurs si d„ d„ dj, sonl les vilesses de dilatations 
princi pales on aura 

. = .(1 + 8,*) S,=(^'j-jg, =1-JS,A 

(3) i = .(l+S,*) S, =)— ss,* 

£ = .(1+4*) S, =l-SMl 

I'f^iuation en S appliqu6e i la quadrique (1) est d'ailleurs : 



(1 - 2 ., * - S] - p, - p, 

-f, (1-2.,*— S) -p, 

— j), — p, (l-S.,* — S) 

I faisaul S = 1 — 2 s ()/ 
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cette Equation devienl, en divisant par rf^', 



W 



-h 



-h 



(28 — 2 a,) 

— p3 (2 - 2 aO — r^i 

— p3 — pi (2 S — 2 a3 



= 



Gelle Equation aura pour racines les vitesses des dilata- 
tions principales 8i, 8,, s^, comme le montrent les for- 
mules (3). 

Si Ton pose 



(5) 






2 (ai + a2 + as) 

4 a2 aa — Pi*-|- 4 as ai — pa* -f" "^ *i * a" 

2 ai p3 p2 

p3 2 aj pi 

p2 Pi 2 as 



P3* 



Tfiqualion (4) s'ecrira 



(6) (2 zy — Aj (2 S)* + A^ (2 8) — A3 = 



Les racines de celle Equation sont des invariants k 
regard des diif(§rents tri^dres trirectangles de coordonn^es. 
Done les coefficients Ai, A,, A3 sont des invariants. 

Cette remarque nous sera utile dans la Ihdorie de Telas- 
licit6. 

L'expression ~ = a^ + a* + aj a une signification g^o- 
metrique reraarquable ; considerons un parall61ipip5de rec- 
tangle dont les aretes sont paralleles a celles du tricdre de 
coordonn6es et dont les petites dimensions sont egales a 
/i, 4, 4; a Tinstant dt, les ar6tes du parallelipipede rec- 
tangle modifi6 sont devenues A (1 + a^ rf/), 4 (l + a, dt), 
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A {1 4- «a di), el le volume s'est accru d'une quantii6 dont 
la parlie priucipale est, eii iiegligeant des quanlil6s de 
I'ordre de dt* : 

/. h h (a, -I- aa + us) dt 

La vilesse de raccroisseraent relalif de volume ou de la 
dilatalion cuLique auloup du point A est done 

«. + ij + aj 
Nous la designerons par 8. 

duTeilmTnt Considerons un Element de surface physique dont les 
<lfl surface particules restent assemblies en verlu de la conlinuite. 
pjsque. Solent a, b, c, les cosinus direcleurs de la norraale 

i I'elemeiil, cherclious coramenl ces el6ments varient avee 
le temps dt, 

Gonsiderons dans I'^l^mcnl une droiLe physique dont les 
cosinus directears sont a, B, y, on aura la relation 

(7) (II -i- is + ey = 

Differencions et ayons 6gard aux formulcs (2) et (3) du 
pri^ci5dcnt chapitre. Nous aurons en denommant par S les 
variations de la normate a I'^lement qui est une droile 
geom6lriquej raais n'est plus une droile physique : 

+ *[-2j<..!i,7)? + j| + (r.-PY)i 
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Les lermes en cp se d6lruisent, les termes : 
peuvenl 6lre remplac^s par la somme ^quivalenle 

on aura done en ordonnant par rapport a a ; ^ ; y. 

Or celte Equation doil 6lre en a, p, y une relation identique 
a la relation 7 ; sans quoi elle ne pourrait avoir lieu pour 
Iputes les directions silu6es dans rel6nient de la surface 
physique consideree. 

En identifiant les deux relations nous Irouvons, m d6- 
signant une quantil6 encore inconnue : 

1- -L^-J-ri — qc = ma 



pour determiner m observons que Ton a idenliquemenl : 

les Equations pr^cedentes et le th(5or6me d'Euler sur les 
fonctions homogenes donnent alors 
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on a done enfin pour les deriv^es cherch6es 





/5a 
J7= 


= i,c 


-:-!+" 


-'■ 


(8) 


it 

37 = 


= S»i 


-^:+" 


— p 




<ir- 


= SfC- 


-jI+P* 


-« 



En comparanl ces fonnuies avec les formules (2) et (3) du 
chapilre I, on voit que la normale it I'element de surface 
physiiiue, 6prouve un displacement de deformation egal et 
contraire au d^placement de deformation de la droite 
physique qui coincide avec cetle normale. 

On peul se proposer de Irouver un ^I^menl de surface 
pliysique qui resle parallele A lui-in6rae, il suflit de faire 



m remplacant/), q, r par leurs valeurs, on Irouve ainsi 

(-'»+c)'+s'+:i-='' 



Ces fSquations homogenes nc seront compatibles que. si 
I'on a : 
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-2^ + 

dy 
du 



du^ 
dx 



dv_ 
djo 

_ , ^^ 

2 ? 4- 'An 



du 



dv^ 
dz 



dw 
dx 

dw 



— 2 



dw 
'^"dz 







Cetle equation en (p est du 3" degr6; elle admet trois 
racines, dont une au moins est r6elle; il y a done au 
point A au moins une direction de plan tel qu*un 6l6ment 
physique situ6 dans ce plan et entourant le point A ne 
change pas d'orientalion entre les 6poques / et / + dl. 



Si on adopte, au lieu des coordonnees x^, x^, Xj, des Expression dcs 

six dl^ments 



coordonnees curvilignes orlhogonales : pi, p,, po, para- 
mfelres de trois families distinctes de surfaces orthogonales 
deiinies par les relations 

/i (a?i, a72, Xz) = pi 
/i (a?!, Xi, Xi) = p» 

A [Xly Xiy Xi) = P3 



de la defor- 
mation an- 
tour d*an 
point, en coor- 
donnees cur- 
vilignes. 



dans lesquelles on suppose que les fonclions /,, fij /a veri- 
fient les relations d'orlhogonalit6 



dfi df, , rf/, rf/i , d[, df, 



dxi dXi "• dXi dXi 
dfi dfz^ . dfi^ dfi 



dx^ rfO/i 

dh dt 



+ 



+ 



dXi djCi 
dfi df. 



-0 



dxi dWi ' dxi dxj 



?- = 



+ 



df, dU 



dXi djCi ^^ dXi dXi ' dXi rfa*j 



,df. dU 



= 



si on pose, en d6nommant les fonctions indi£f6remment 
par / ou par p : 
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* 

la dislance des deux points infiQimenl voisins est donate 
par la formule Ir^s simple : 

^* - Ai* ■+" V "T" /i,' 



Gelte formule et d'autres utiles s'elablissent comme il 
suit : 

Gonsid6rons les intersections des surfaces orthogonales 
deux a deux. 

Soit ARj la courbe ou p^ varie seul, AR, la courbe oil p, 
varie seul, et ARj la courbe oil pa varie seul; Tinlersection 
des surfaces p^ = c" el Pj = c% c'est-i-dire la courbe ARi est 
normale a la surface pi ~ c^% etc., etc. 

Si done AAi, AA2, AA^ sont les tangentes /,, A*, t^ aux 
courbes ARi, AR2, AR3, qui ferment un triedre trirec- 
tangle, on a, comme on sait, en designant par S,5 T^lement 
d'arc de AR, et par 0,0:^^, sa projection sur Taxe a:* 



■^ = cos [ii, Xk) = -r:r- d'ailleurs 
tiSi ^ ' ^ hi dxk 



de Tegalite 









OtXft 
OiSi 


— 


1 rf?, 
hi dxi, 








A _ J 2 










on 


deduit 


A - 1 1 

o,Si hi 


k 3 
k-- 1 


dXk 


OiXu - 


1 


et 


comme 


evidemment 




^? -- 


*-3_ 

= yi 8, 


3 

Xk' 



I • 
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on aura 

en subsliluant cette valeur de 3^5^ dans Tegalite 

OiXk i dpi 

OiSi hi dxi 

, dxk 1 do: 

on trouve :r^ = tt t-^ 

si pi, ps, p3 varient simuUan6ment, la consideration d'un 
parallelipipede rectangle infiniment petit, donne de suite 

2 2 2 { \ \ 

Ceci pose, considerons la vitesse du point A et soient u^ 
Uif v^ ses composantes suivant les tangentes AAi, AA,, 
A A3, on aura 

_ djSi_ __ j_ ^ d^ . 

"* — dt -^ hi dt dt — '^'"' 

Supposons que le triedre mobile de coordonn6es cart6- 
siennes x^, jc^, x, coincide avec le triedre AAi, AAj, A A3, 
et soient «!, a., a^, p^, p^, p^ les dilatations et les glisse- 
menls relatifs k ce triedre; la dilatation relative k une 
direction dont les cosinus directeurs relatifs a ce triedre 
sent X,, X^, ^3^ est, comme on Ta vu, 

e = a, Xi* + ai X2* + aa X3- + p, X, Xa + p, X^ X3 + % h I, 

6valuons 6 en coordonnees curvilignes. 



cooRDonniES cdrvilignes. 



La distance infiaiment petUe t des deux points AB esl, 
apres la remarque faile tout a I'heure 



..=^,^ 



formule esacte au 3= ordre pres, 



I sorte que le point B se d^plarant sur la droite AB ou 
ir une ligae bien definie, on pent ^crire : 



de la direction de»; en differenliant par rapport au temps 
1 aura dans Ic second nombre 



)nt la parlie principale est 2* t- • si -: n'est pas nul, ce que 

ms pouvons sxtpposer. 

Nous Irouverons ainsi en conscrvant la partie principale 

' 5 - ^' L~ s? 3r -^f  + 4? "f ttJ 



itt - ij jf + rf^ w + sr. 7r = jf, <*'"''+ Ji; <'■"■)+ 5 *'"> 

1 aura done 
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d'ailleurs dans le syst^me d'axes (x^, Xg, Xz) 
on a dtx 'i = eXi = -^ 

hi 

en substiluant ces Ap, dans la relation precedente, il viendra 
en divisant par e* 

en identifiant cette forme quadralique en Xi, Xa, X, avec 
celle deji oblenue, nous aurons les relations qu'on se pro- 
posal t de trouver : 

d (hiUi) ^ f y dhi . L dhi , , dh^ \ 



a2 = ' 



a3 = 



d{hiUi) \ / dhi . r dhi . , rf^.A 

-dj. — s; ("''^' 5^ + "'''' d^ + "''^' d^) 

-d^ - h' T'*' d^ + "''" 5^ + «»*^ d^) 



*^* /l2 rfp3 ^3 rfp2 

ft — ^^ ^^sWa) . ^3 rf (/ti«l) 

• ^ "" /13 dpi "• /ll dps 

ft _ ^2 d (^iUi) . ^1 d (hjUj) 

^^ hi dpj ' hi dpi 



La dilatation cubique 6 = a, + a^ + ^^3 s'exprimera done 
ici par la formule : 

JI3 




] 
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Voici une application analjtique de celte formule con- 
cemant la transformation de I'expression ; 

. (iT (PF drP (oil x, y, z sonl des coo ril ounces 

~ iW' dif- "*" i/i' c.ir(£siennes reclnngles) 

en coordonnec3 curvilignes orthogonales; si la vitesse « 
est deiiaie par les composantes cart^sienncs : 



rfF rff, dV , 
rfF, 



la dilatation cubique est ici iF. 
On aura done cette formule 



" /lA d o, + ° h,lH dc, -f "_Mi_rf;, 

Des calculs analogues donneraient la rotation mojenne 
en coordonnees curvilignes; mais cclle-ci resullera plus 
simplemenl des propriet^s nouvelles qui seront ^tudiees 
dans la prochaine Ic^on. 




Ill 



Propri^t^s relatives k la distribution des vitesses dans le 
milieu. — ThSor^mes de Stokes et d'Helmholtz. 



Solent A (x, y, z) et F (x, y, z) deux fonctions conlinues ^^^^ ^® 

^ ' ^' ^ V > y> / ^ quelquesfor- 

admellant des d6rivees continues ; considerons 1 mtegrale ^^^^ simples 

de volume 6tendue an domaine E des points limile par de 

« ^ , c. calcul integral. 

une surface fermee S : 



/ 



ax 



Pour calculer cette int6grale de volume, adoptons un 
mode de d6coupage de Tespace en un reseau de-parall61i- 
pipedes rectangles a trois dimensions infiniment petites el 
pardUeles aux axes des coordonnees carl6siennes x^ y, :; ; 
en ce cas, <h = dxdydz ; pour calculer Tintegale t 



fffk ^ dxdyd: 



associons ensemble une file de parallelipi pedes du reseau 
ayant m6me section droite dydz; pour tous les points x, 
y, z de cette file int6rieure au domaine D et silu6s sur une 
m6me parallele a Taxe des x, y ei z sont les mdmes, et la 
variable x varie seule. 

La partie principale do Tint^grale relative k cette file 
est : 
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r dF 



dx 
I 



or, on a, d'apr^s le Ih^oreme de rinl6gration par parlies, 



/Agi.= AF-/F|^ 



resle a preoiser les limiles. 

La parallele D a Taxe des x qui est comme Taxe de la 
file envisag6e rencontre, nous le supposons, la surface S 
en un nombre fini de points, on pourra consid6rer dans ce 
nombre total de points un nombre pair d'entre eux qui 
jouiront des propri6l6s suivantes : 

La droile D 6tant censee parcourue dans le sens parallele 
a celui de la direction positive de Taxe des x rencontre la 
surface S aux points 

M1M2M3MV Mjp.iM,,. 

et les portions 

MiM2,M3Mv, , Mip_iM2p 

de la droite D sont int^rieures au domaine E 
tandis que les portions 

MiMj, MvMs, , Mjp-j. Mj^-i 

sont ext6rieures au domaine E. 

Si on designe par Xi,Xi, xy^uXij, les valeurs 

croissantes de x qui correspondent respectivement aux 

points 

M1M2 ^Up. 
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rint6gpale k calculer est 



Xi Xi Xi 



f d? r dV r d? 

Xi X2 Xip-t 

mais en posant pour abreger 

Hxi,yi,zt) F(j?/,2/,-,0) = (AF), 

la somme prec6deiite se ram5ne par I'integralion par 
parties a 

[(AF), - ( AF),] + [(AF)v - (AF)J + [(AF,,, - (AF),,_»] 

D'ailleurs le parallel6pipede de section droitedi/rf-s^decoupe 
sur la surface S aulour des points Mi.Mj Mjp. des ele- 
ments de surface 

d(i>i, rfwj, (fco3, (iwi, (/a>2|,_|, dwip 

et en designant par /ij, w< w»p_j, n^p les directions 

des normales a ces divers elements menses vers I'exterieur 
de la surface, on aura 

cfy dz = -f [db>]ii cos [nuy x) = — [doi)i ,• _ 1 cos (w2 , _ 1, x) 

cette remarque ram5ne immediatement Tint^grale de 
volume 

A -T- rfT a rintegrale de volume — I ^ -j^.d^ ©t a 




174 DISTRIBUTION SOL^NOKdALE. 

I'int^grale de surface /■FA) cos («.a?) rfw 6lendue a la sur- 
face S; en d'aulres lermes : 

/a £ '^^ =/<*p> ^-"^ <"• ^) ^'^ -/^ '^ "' 

lel est le ih6orfeme qu'on appelle quelquefois thiorenie de 
rintdgratioii geomitriqiie par parties. 

En faisant varier le rOle jou6 par chaque axe de coor- 
donnees, ct appliquant Irois fois ce llieorfeme au cas de 
A = 1, on etablira imm6dialement la formule suivanle : 

si le vecleur (F, *, ^) v^rifie la distribution solenoidale, 
c'est-i-dire si 

£/^ '" £/y "•" C/<3 "~ 

rint6grale de surface 

/ [F cos [n,x] + * cos (n.y) -f M' cos (n.a)] dw 

sera nulle ; on pent d'ailleurs, en designant par R le vec- 
teur qui a pour projections sur Ics axes F, *, ^' ct par R^ 
la projection de ce vecteur sur la normale a Telement dio 
dirig^e vers Texlerieur de la surface, Tecrire : 
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;i Ton fait ; 


(IW 


-S- 




-^=t 


-S = * 




2,='^ 


-? = >•■ 



dx ' tly dz 
est satisfaite idt^nliquemeDt. 

Si done Q dcsigue la rotation moyonne aux com[ 
p, p, r on aura : 

fa, d,^ r-:: 

— Corollaire. — Cousiderons dans le milieu ^ 
en mouvpmenl la double inlimle de courbes qui . 
chacune aux equations differentielles : 



et qu'on appelle depuis Helmhottz des lignes tot 
naires, puis consid^roas I'ensemble de ces lig 
s'appuieiit sur le coalour d'une aire plane ayai 
dimensions iuEinimont pctites, nous formoiis ainsi 
tourbitloH ou tube tourbUlonnaire, limitons ce lube 
sections planes par exemple, Tinlegrale 
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THEORi&lE DE STOKES. 



6tendue a toute la surface ainsi limit^e est nulle, mais en 
lout point de la surface latirale de ce canal Q,i = 0. 

Si done n se rapporte au c6le de la base du tube qui 
convient a un sens d6lermin6 de parcours d'un filet du 
tube tourbillonnaire on aura 



/Q,i d(i) = 



constante 



sur les deux bases du tube. 

En particulier si la base du tube est normale a un filet 
rint^grale differe infiniment peu du produit rfwQ, on 
I'appelle intensite rotatoire du tourbillon, 

Remarque. — Le Iheorfeme precedent montre que si on 
considere deux surfaces, jetees en pont sur une m6me 
courbe fermee et donl la reunion forme un domaine E 

sans penetration reciproque, Tintegrale yOndco aura mfime 
valeur sur les deux surfaces. 

// est done naturel de prevoir que Tintegrale consider^e 
est r6duclible a une int^grale cnrviligne relative a la courbe 
fermee G. 

C'est ce que va confirmer le Ih^orenae suivant. 



d*Hankel, 
quelquefois 

nomme 
th6or6me de 

stokes. 



Considerons une courbe fermee C, gauche ou plane, sur 
laquelle s'appuie une certaine surface, supposons qu^on 
adopte un sens de parcours de la courbe C; on pent 
associer alors i ce sens de parcours un sens de la normale 
a un element abed de surface; en effet, si par une defor- 
mation continue, on passe de la courbe G au contour ahcd^ 
on definit un sens de parcours de Qe dernier; le sens de 
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la normale k T^lement, associe k ce sens, sera lei qu'un 

observaleur reposanl sur le 

plan tangent a 1 element, en 

un point int^rieur a celui-ci, 

voit le sens de parcours 

abed parcouru par rapport 

a sa droite et k sa gauche 

dans un sens qui est en ^^"^ 

harmonie avec Torientation du triedre de coordonn^es. 

Nous pourrons alors tracer sur la surface deux families 
de courbes telles que 

ai a2, oil le paramfelre « varie seul 

pi ^2, ou le paramelre P varie seul 



ces parametres a et p peu- 
vent servir k d6finir sans 
ambiguity un point de la 
surface. 
Nous supposerons que 

a croit dans le sens 1 2 
et que P croit dans le sens 



2 3. Ceci pose, envisageons 
rintegrale de surface : 




J 



= ^fUndoi 



JS: 



6tendue a la portion de surface limitee par la courbc C, 
On designant la projection de la rotation moyenne Q sur la 
normale orientee k rel6ment rfw. 
On a done par definition 



12 
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J = 



THtORtME d'hANKEL. 



dw dv\ 




dm 



— ^)(^os(7i.y)doy 



dv dH\ . 



did 



Or on verific sans peine que dd el d.8 elant posilifs comme 

do), on aura : 

, . /^(Lv dy dx dij\ , .^ 

do. COS («. .) = [j^ j.^ - - ~r^ d. tz? 

{dy dz dy dz\ , ,„ 

'^'" ^"^ (»• ^) = id-a rfp - d? cTa; ^« '^P 



, /dz dx 
d(s) cos n. 7j]~ { - — ~ 



r dz dx 



e/S da 



) 



rfarfS 



On ddduit de li, en ordonnani par rapport aux derivees des 
fonctions respectives ?^ v, to. 

I I I P(Z<; /(/x dj/ ^ fir //^X tiv /djf di dy di\l 

' / / L^/i V'» '^i " J;4 Ji/ — Jl \dk d^ ■" i/^ c/a j J ^* *''* 



i^ I I P</m' /"'/{/ rf» rfy rfi\ (hv /di dx r/s rfrv'l 

Les termes en ;.; cL j- de la premiere inl6grale du 



second mcmbre peuvent sY^crire 

dx rdu dz . dn 

dx 



(IX rdu az . an tip 1 dx rdu^ dz^ , du djr\ 

dp [ITz Ih.'^dx c/i J da L^ dp ' d^ dp J 
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ou encore 



dx r'du dx t du dy , du dil dx r<iu dx du dif du di~\ 

d^[. dx da ^ dtf da ^ di (hi} dx [dx d^ "^ dy d^ '^ di dpj 

OU enfin 

dv du dx du 

dp da ~ "docrfp 

cetle (lifi^rence peut d'ailleurs encore s'^crire 

d r dx'] d^r djf] 



or rinlegration par parlies donne 



J Jra[«|] 



d% rfQ = 




[(" g).- (• %)] * 



Pa, p4 d^signe les valeurs des parametres des courbes 
langenles i la courbe C, sur lesquelles p varie seul. 

Mais Tint^grale du second membre pent 6videmment 
6lre remplac6e par Tint^gralc curviligne 



«^' 



C 



prise le long de la courbe C. 
Un calcul analogue donnera : 



~J J ^ [" 9 




clad^ = I M -7- doL 

dOL 



la portion consid6r^e de i'inl^grale J sera done 



) PllOPHI^Tfi DES SURFACI^S TOtlRBIUON.NAtRES. 

i; ('; 

calculera do la mflme maniferc Ic3 deux aulres inlc- 
iles doubles, el'l'on aura : 

2 J =f{>idx 4- vdy + it-dzi 

ildgrale f(ndx + nil/ -j- ii:-ft) relative a une courbe L 

I, 
2lconque porte ie nom dc /Itix relalif a celle tigne. 
^e flux relalif 4 une courbe ferrate C porte le nom de 
cuiation. 

ilemarque. — Si I'on a idenliquement oj=;0, on aura 
isi Q„ = 0. En ce cas, I'int^grale 

/ udx + vdy -\- ivdz 

depend que des exlr^mit^s du chemiti L et non des 
nts intermediaires. Pour deux courbes L et L', termi- 
!s aux mCmes cxtr^mites, on aura 

/ {itUs + vdj/ + wdz) = / (udx + vdy + ted-.) 

'l L' 

:i suppose que les courbes L et L' r6unies ferment une 
irbe ferm6e sur laquelle on puisse jeter une surface, 
lie entiere siLuee dans Ie milieu en mouvement. 
jcUe condition, par exemple, cesserait d'fitre remplie 
ir un milieu qui n'occuperait que le volume d'un lore. 
>}ous supposerons dans la question suivante que les 
iibes L cl L' restcnl dans une region telle que la condi- 
II precCdente soil naturellemenl remplie. 
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On peut alors se poser la queslion suivanle : 

Sur quelle surface doit-on virtuellement deplacer le point 

geomelrique {x, y, z) pour que, sur cetle surface, Texpres- 

sion udx + vdy + wdz devienne une differenlielle exacte 

d'une fonclion de deux variables independantes. 
Soient a et |i les paramfetres qui fixent la position du point 

M (a?, y,z) sur cetle surface; la condition, pour qu'il en soit 

ainsi, sera evidemment : 

d V dx , dy , dz'} df dx , dy ^ dz^ 

Le calcul du th^oreme precedent fait dans Tordre inverse 
montre alors qu'on aura : 

f dw dv\/^dy dz dy dz\ ^du dw\ fdz^dx dz^dx\ 

\dy 'dz)\d(td^ d^d^)'^\dz • dx )\d^ d^~ d^di) 

^dv du\ /rf£ rfj/ ^^\ f\ 

+ \dx ~ dy) \di d^ ~ rfS T^J ~ ^ 

et cetle equation exprime que la rotalion moyenne Q est 
dans le plan tangent k la surface consid^ree ; en d'autres 
termes cetle surface est un lieu de courbes lourbillonnaires; 
nous Tappellerons une surface totirbillonnaire. 

Soient iiy v, w trois fonctions quelconques des trois va- Autre 
riables x,y,z : repr6sentant, nous pouvons le supposer, les """*^'^®- 
composantes d'une vilesse d'un point d'un milieu; soient 
•} — const% une famille de surfaces lourbillonnaires, et 
a = co}ist\ p = const", deux aulres families de surfaces, lellcs 
que a, p, 'I* puissent fitre envisagees corame coordonnees 
curvilignes du point M {x, y, z). 
Xy y, z 6lant exprim^s en a, p, •];. 
udx -{- tdy -{- wdz devient une expression de la forme 
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Par hypothfese, si on fait + = const'', M% 4- Bdp devient 
la diiferenlielle exacle d'une fonction cp ou -j^ joiie le r61e 
de parametre. 

On pourra done 6crire : 

kd:^ + Bit? = ch^ ^f^ d'\, 

On aura done : 

uclx + vdy + wdz — ^^ + (c — ^ j d-j; 

en posant G — ~ == m 

On aura en fin :• 

udx -}- vdy 4- ^d2 =:d^-\- md'^ 

^ = co)ist'' et m = const'' seronlalors deux families dc surfaces 
tourbillonnaires, d'aprcs la rcmarque precedente. , 

Gelte remarque a ele utilisee par Glebsch pour dirigcr 
rinl6gration des Equations de Thydrodynamique comme on 
le verra plus loin. 

Variation Consid6rons le milieu Po en mouvement et occupant aux 

dU flux , , •••r-kr-k '.TiTIt 

dans le temps. ®P^^^s t^ et t^ les positions P^, P,; soient U et Li les deux 

positions d*une ligne physique L envisagee aux deux (5poques. 
Gonsiderons le flux Fl [t) relatif a la courbe L et a 
Tepoque t, c'est-a-dire Tinlegrale curviligne : 

Fl (/) =J(uZx + ^02/ + ^^^^) 

designant dcs variations relatives au milieu envisage 
a une^m6me epoque t nous d6signerons par d les variations 
relatives k des quantites altachees k un m6me point 
physique. 



C0HP3 DiPORMABLES. 

La d^rivec du flux sera des lors : 



rfFL(0 



=/(S-+f*+f^=)+/("^ 



ai' at' at ' 
leraliony; posons alors 



Et la relalion obteDue s'ecrira : 



+ T, 



T, et To se rapporlant aux exiremites de la cour 
SupposoDS que la courbe L devicnne une coui 
C, toule enlierc siluec dans le milieu, et telle qu( 
G soit rfiduclible k un point par deformation con 
quitter le milieu. Lorsque le volume occupy pai 
jouil de cette propri6t6 pour loutes les courbcs 
qu'ou y peul tracer, on dit que le volume cor 
simplemenl connexe. 
En ce cas on aura T, = To. 
Posons maintenant : 



ACCELERATION nOTATOIRi:. 



li'. 


dj, 

III! 




Q', 


_di. 

' <f3 


-1- 
tijp 


O': 


_"J. 

' fix- 


Hi, 
dij 



[uantitds Q .,, a',, Q'. seront les projections d'un 
o' que nous appelteroua I' acceleration rotafoire. 
gralc curviligne rcialivc a la courbe fermec peut 
re rcmplacee par I'int^gralc de surface : 



«/";-"» 



ile 6tanl relative a uuc surface fcrm6e s'appuyant 
on tour C. 



circonstance se pr^scute nolammcnt lorsque H 
nt une fouclion bien dOtermin^e on a : 



_rfH 
d\\ 



't en ce cas qtt'd exisle une fonction des accelerations. 
supposons, dans ce qui va suivre, que cetle con- 
nt r(-alisSe. 
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D'ailleurs, dans le cas general, on pent jeler sur la 
courbe C une surface donnee; en considerant celle surface 
physique on a : 



, f(ti dio) = fo ' di 



c'esl-a-dire : 

La derivee par rapport au temps de Cintensitc toiirbil^ 
lonnaire relative a tme aire physique fennee est egale a 
l'inte?isitd de H accddration rotatoire relative a la mime 
surface; dans Thypollifese particuli5re d^une fonction des 
accelerations cetle derniere est nuUe. 

On a done ainsi en ce cas : 



|/Udo. = 



et par suite : 



J N 



Q rfw r= conslanle 



Voici plusieurs consequences remarquablcs. 

Supposons que Ton ait a une 6poque initiate t^ TWordme 

de LRgrange. 
(ii>)o ^ 



on aura constamment : 



j^n da> zzi 



et comme ceci a lieu quelle que soit Tetendue de la surface 
on conclut : 



U^ = 



86 TflfiORllUE DE LAfiRAKGE. 

t comme I'oricntalioQ de la surface est arbilraire on 
oncluera 

U ^-; a toutc iSpoque 

one, enfin, si 

st une dififerenlielle exacte a I'epoque i^ 

era differentielle exacte k loute *5poque : c'est le thdorfeme 
e Lagrange. 

Considerons une courbe C tracee sur une surface lourbil- 
innairc a I'origine; on a i I'origine (^)_ = sur toute celte 
urface. 

On aura done dans lout le champ a toute 4poque t 



yb t/o. = 



t le champ 6lant arbitrairc 

Done si uHc surface plti/siqite est lowbilloniiaiie & I'ori- 
•ne elle resLera toujours tourbilionnaire. 

Les lignes tourbillonnaires intersections de deux surfaces 
hysiques seronl aussi des lignes physiques. 
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Ce tWorfeme est da a llelmholtz, la demonslralion qui 
en est donnee ici appartient a Thomson. 

L'inlensit^ rotaloire d'un tube lourbillonnaire est ind6- 
pendanle du temps. 

Si on considfere un tube tourbillonnaire et une surface 
qui le coupe, Tint^grale 



/U rfo) 



relative a celle-ci est conslante tout le long du lube; elle 
est aussi^ comme on Ta vu plus haul, independante du 
temps. 



Second 

theortme 

d'Helmholtz. 



Remarque. — Ces theoremes d'HclmhoItz sont une con- 
sequence de Texistence d'une fonclion des accelerations. 

La r^ciproque est-elle vraie ? 

Supposons d'abord que le premier th6oreme d'Helmholtz 
soit vrai, c'est-a-dire que les lignes tourbillonnaires soient 
des lignes physiques ; reprenons Tegalile applicable a tons 
les cas, obtenue plus haut, savoir : 



V J 



il exisle une famille de surfaces physiques (les surfaces 
tourbillonnaires) pour lesquelles on a constamraent Q>- = 0. 
L'egalit6 pr6cedente montre que sur les mfimes surfaces 
on aura 



U; r.: 






/■ ' 
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TB£ORi:MKS D*HKLMBOLTZ. 



L'hypothese Q = enlraine done, dans le cas oii le 

premier theoreme d'Helmhollz est applicable, riiypolhcse 
Q^ = 0; done la eonservation des lignes et par suite des 
surfaces lourbillonnaires exiffe setdenient que I'acceUration 
rotatoire soU parallelc a la rolalion moyenne. 

Mais la simuUaneite des deux theoremes d'llelmhollz 
exige que ron ait partout 



q; = o 



et par consequent 



ir ?=iO 



done en ce cas il y a n6cessairement une fonction des 
accelerations. 



Application Le theor^me d'Hankel permet tres simplement d'exprimer 
d'HankeUux ^^ rotation moyenne en coordonn6es curvilignes. 

coordonntes 
curvilignes. 



Aj 




Gonsid6rons sur la surface : pa ■=: C^*, 
le quadrilalere curviligne AMiA'Mj, 

AMi courbe oil p, varie seul 
AMj courbe ou pj varie seul 
M,A' courbe ou pj varie seul 
A Ma courbe ou Pi varie seul 

Soient iii, i^*, Q3 les composantes 
de la rotation moyenne suivaut les droites AAj, AA^, AA3 
deja cuvisagees, normales aux surfaces respectives : 

fi (^1 [/, -) = ?i 

A l^', 2/, -) = Pa 
fs [x, y, z) = Pa 

formant un systeme triple orthogonal. 
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La parlie principale de Tint^grale 2y ^, rf<o relative a 
Taire de la surface Pa = c' limitee par le quadrilal^re curvi- 
ligne sus-mentionne sera : 






2 a ^ 7^ 



rinl6grale curviligne 6quivalenle sera : 

M, A' A' M, 

/ Uilsi -\- I ufiSi — / Ui5«i — / ttjoSi 
A M, ^2 A 



et aura pour parlie principale : 



[4; (si) - k (f)] ''p' ^^p' 

le th^orfeme de Stokes donnera alors au point A les trois 
formules : 

' "• = '■'• K (^) - i (s)] 
^"■='*-K(s)-4(r:)] 
^*=»*[.7(r:)-^.©] 



Throne de I'^lasticit^. 
La foQction des forces mol^cnlaires. 



Soil un point donne, trat-ons uue sphere ayanl pour 
centre ol un rayou E Irhs petit physiquement parlant, 
mais assez grand pour conlenir un lr6s grand Dombre de 
parliculea. 

Colles-ci sonl de dimensions tres pelites par rapport 4 
leurs distances muluelics et cxcrcenl les unes sur les 
aulrcs des actions concentr(5es en leurs centres de gravil6 
et fonctions de la position rautuelle de ces centres. 

Cette derniere hypolhese est Vhypothcse moleculaire. 

Nous admettrons que les forces d^rivent d'une fonclioa 
des forces qui ne depend que des distances mutuelles des 
centres de gravity des parlicules; ce qui, remarquons-Ie 
bien, n'exige pas que les forces soienl mutuelles. 

Nous regarderons, d'ailleurs, les molecules comme for- 
mant un syslane Ubre. L'hypothcse des liaisons n'a pas 
plus de g6neraUl6, et au point de vue analylique, sinon 
au point de vue concret, il est commode de s'en passer. 

L'^quilibre d'un sysleme de parlicules isolees s'esprime 
trds aisement, comme nous ie verrons, au moins thdorique- 
ment. 

Mais la conception de fonclions de points isoles, et surlout 
la conception de leurs di5riv6es demande quelques eclair- 
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cissemenls. II s'agit en somme de la di 
malh6malique el du continu physique. 
Eq Analyse, le mot inliniment peii 
grandeur variable qui lend vers z6ro; il 
fonclion n{x,y,z) des coordonn^es d'un 
d'un ensemble disconlinu ne puisse a 
parlielles par rapporl h. ces variables, 
consid^rerons par la suite les projecliot 
ment elastique d'une parlicule de coordoi 
considererons comme dans le cas d'un 
deriv^es : 

(Ix  " d- ' 

Que faul-il eolendre par k? 

Nous serous amencs par la suite ^ coi 
de petites dimensions physiques (ia spli 
culaire) renfermanl un grand nombre d 
et nous admcttrons qu'a I'inlurieur de i 

u{x',y',z') — n{x,y,z) — K{x'—x)-\-\ 

Les quantil6s A, B, C, dcsignant i 
constantes dans ce domaine, du moin; 
les variations dans ce domaine sonl de 
Teleudue lindaire do ce domaine. Lea 
on leurs valeurs moyennes pourronl j( 
premieres d^rivees physiques de la foncti 

Si A„ B„ G„ designcnt des fonctions ( 
liquemenl conlinucs; 

El si, dans I'int^ricur du pctil domai 

u(j,ff,»)-M(j:.,tf.,..) = fl.(.»— e-J + C-lK- 
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* d6signanl une forme quadralique approch6e des a: — ^r^, 

y Voy ^ ^0' 

Les coefficients de * seront, sinon des constanles, 
du moins des quanliles dont les variations sont de Vordre 
phrjsique de r6lendae du domaine consider^, les quanliles 
Ao, Bo, Co seront les ddrivees premieres pr^cis^es si Texpres- 
sion Aorfx -|- Borfy + Gorf2' est int^grable. 

Ces considerations nianquent 6videmment de rigueur et 
il y a, sans doute, une infinite de deriv6es pr^cisecs pos- 
sibles ; quoi qu'il en soit nous supposerons que si ti designe 
Tune des composantes d'un d6placement elastique J'on 
puisse poser approximativemenl : 

Ao, Bo, Co 6lant des fonctions analytiques, admetlant 
des deriv6es et satisfaisant aux conditions; 

dy "^ dx' dz "^ dx' dz ^ dy 

en ce cas nous pourrons repr6senter les coefficienls 
Ao, Bo, Co par les notations : 

du du du 
dx ' dx^ dy 

L'^quUibre Soicut ar^, y^, Zi les coordonn6es cartesiennes du centre de 
Elastique. gp^yite d'unc particulc M, du corps envisage dans un pre- 
mier etat d'equilibre que nous appellerons ^quilibre naturei 
Nous designerons par A,-, B., C,- les projections de la resul- 
lante des forces interieures exerc6cs par les molecules du 
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corps sur la molecule M,; soient P„ Q„ R, les projections 
d'une force exterieure.^ 
Les Equations de I'equilibre naturel seronl : 

A/ + Pi = 

B. + Q. -- 

C, + R, = 

Supposons maintenant que des forces ext6rieures nou- 
velles viennent a agir, une nouvelle position d'equilibre du 
systemc va naitre. 

Les coordonn6es do la parlicule XiViZi deviennent 

iX?» + 5., l/i + Yji, 2:,-f C«; 

les valours des actions mol6culaires interieures sont chan- 
gees, car Ai,B,, Ci sont des fonclions des coordonn6es 
^iiVii^i de M, et des diverses coordonnees Xkj/k^k des autres 
parlicules M^. Designons par (Ai), (Bi), (d) leurs nouvcllas 
valeurs et faisons : 

A/ = F (Xi, Vi, zr, Xk, yk,2k; — ) 
Faisons ensuite : 

(A.) = F [Xi + ;,-, yi + rj„ Zi + C.-; Xk + ;a-, Vk + r,fr, c* + Kk) 

et, soient X„ Y^, Zt les variations de la force exl6rieurc 
appliqu^e en Mf, nous aurons pour Tequation de Tequilibre 
contraint : 

(A,) + P, + X, = 

(B/) + Q* + Y, = 
(C,)+Rr+Z/=0 

i3 



L 
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Soil U la fonclion des forces mol^culaires, nous la suppo- 
sons doveloppabie en s6rie dc Taylor par rapporl aux 
puissances des E, *|,C; d^signons par Ux lelerme homogene 
de degr6 X de ce deveioppement, on aura : 



u = u„+u.-t-u,+ . 






(C.) = 



dV, , 



dKi ^ dK> 



Si on niSglige les puissances sup6rieures E, 11, K supfirieures 
a la premiere el si on subslilue ces valeurs dans Ics 
Equations de I'equilibre contraint, on trouvera : 



dS, 
dl 


+ x 


= 


HO, 


+ v, 


=0 


rtU, 


+ z, 


= 



Ces 6qualions sont du 1" degr6 en ^ir^t^t. Ittti^. el s'il 
y a 71 molecules, on aura 3 n Equations lineaires i 3 n 
inconnues. 

Commc les molecules ne sauraient Sire donn^es indivi- 
duellemenl, la m^Lhode pr6c6denle est purement formelle. 
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Nous supposerons d'abord que la fonction des forces 
d^pende que de la configuratiou du systeme, c'esl-i-di 
des distances muluelies des molecules prises deux a deu 

Si X, y, z sont daus le premier ^tat d'^quilibre les coc 
donnees d'une molecule geu^rale m^, nous desigaeroits 1 
coordonnfies d'une molficuie voisine par x -f- Dx, y'-\- E 
z + Dz. 

Nous d^signeroDS par R le carr^ de leur distance da 
le premier elat : 

l\ = D." + D/ + D=' ; 

Soient ?. \. K. les projections du d^placement de tn„l + ] 
11 -f Dii, S + d; les projections du d^placement de i 
R deviendra R + p et Ton aura 

(U + ?) = (ft^ 4- DO* + (0? + Dt,)' + (D. + DO* 

en developpant la fonction U de R, I!'... 
U(R + f, R'-l-p'...). 

suivant les puissances de p, p' on aura en n^gligeant 
termes du troisieme ordre 

U=U„ + U, + ll, 
U„=l](lt.R'..) 



La comparaison des raleurs de R el R + p donne d'aillei 
p = 2 (Da;D- + Dj/Dn + DiDi;) + D;» + Dt» + Dt' 

on, en faisant : 
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NOUVEXLES HTPOTBiSES. 



(2) 



I p, = 2 {DxDl = DyDr, + DiDC) 
( p. = Dl' + D;;;' + D?' 

P = pi + Pi 



En substituant et n6gligeaDt toujours les termes du 
troisi^mc ordre, I'expression de U deviendra : 

a ) U-U„+S^,^p. + 2^j-p, + 2^^-jpp. +2jp^p'p, 



Hypothese 
relative a la 
sph6re d 'acti- 
vity moldcu- 
laire. 



Les actions mol6culaires ne s'exerceat qu'i une distance 
5' Ires petite (rayon d'aclivit6 mol6culaire). U n'acquiert 
de valeurs sensibles que pour les couples de points moins 



61oign6s que 8 et de plus chaque quantil6 .. .> , n'est 

appr6ciable que si les qualre poinis relalifs aux distances 
R et R' sont dans une sphere de Tordre de o. 

Considerons dcs lors le volume V limite par une surface 
ferm6e, decompose en deux regions V' et V". 

Nous pouvons partager les distances mutuelles en trois 
groupes : 

1" Celles qui ne metlent en jeu dans U que les distances 
de points tous situ^es dans V, soil U' la partie correspon- 
dante de U. 

2*» Celles qui ne mettent en jeu dans U que les distances 
de poinis silucs dans V. 

3° Celles qui font intervenir dans U et des points de V 
et des points de V". 

5^ les volumes considerds sont grands par rapport an rayon 
d'activite molecnlairey Timporlance du troisieme gfoupe est 
negligeable devant celle des deux autres. 

Dans ces conditions nous admettons que Ton a; 
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U - IJ- + If 

el il en sera encore dc mfimc lo'.'S(|iie nous diviserons le 
volume eii elcmenls physiques pelils At, mais grands encore 
par rapport a ia spliore d'aclivilc moleculaire. 
Nous adincltrons que I'on pourra poser encore 
U = i; W ix 

W d^signant une fonction des distances mutuclles des 
points uniquement silues dans le volume At. 
Nous admettoas que Ton aura k rint^rieur de it 



l)j 


_ * 
dx 


Dj,- + 


liij 


Oy + 


i- 




Dr, 


~ dx 


Dj! + 




Ds + 


>- 


sciisiblcnieiit. 


K 


~ ilj) 


Dj; + 


dl. 
dii 


!>!/ + 


i- 





Les de'rivees partielies physi(iues gardant de plus une 
valeur sensiblement conslante a I'intfirieur de it. 

La fonction des forces de r616ment At sera donn^e par 
une expression analogue a (2 bis), mais dans laquclle ne 
figurent que des distances mutuclles de points situ6s dans 

At; pOSOns '.' 



1 ''~rfi 




('■) ■'=! 




1^ "' rf; 




On aura en se reportanl 


aux valciirs de 


de(3) 





5 REDUCTION DE W. 

F, = 2«,Dx' + 2aiDtf' + 2a,Di'-f-2?jU,iDj-i-2p,DifDs + 2f(,DjDx 

p,=n„Dx'+n,j,Dif'+n„D,i+n^2DxD(/+n„2D^Di+n,.2nff[>s 

aprfes avoir fait : 

'" dxdy' dx dy "•" dx dy 

II =^^_i.^^ .5^ 
'" dy dz ' dydi'dy dt 

n subsUtuant dans la formule (2) on voit que la partie 
• rfR P' ^^ ^'"^^ *^^^ ^^^ forme lin^aire des a et p dont 
es coefficients sonl t 

- 7ai ■^•'^ fn <"•■ " 1 »"■ "- 5 «""••■'' 1 <""■ •■- 'l""^- 

1 est a remarquer que ces coefficients sont nuls lorsqtie 
ea forces exterieures sont uullcs daus le premier 6tal 
I'^quilibre. 

Les equations de I'equitibrc nalurcl sont eu effct, comme 
■n I'a vu plus haul, au premier point de vue : 





+ 1'. 


= 




+ Q/ 


= 


M 


L D 


— n 
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Si done P| = Q, = R^ = on aura : 

dUi _ rfU, _ rflJ, _ 

Mais Ui est une forme homogfene et lin6aire, done 

quels que soienl les S, tj, ?. 
Done, dans ce cas, Ton aura : 






fi* et pi pt' seront deux formes quadratiques par rapport 
aux a et p; cette forme a 6 variables aura 



— TT— = 21 coefficients. 



L'expression U qui depend de pj sera une combinaison 
lineaire des six polynOraes n. 

L'ensemble des 3 derniers lermes de la formule (2) rela- 
tive a r6l6ment At d6pcndra done de 27 coefficients; les 
6 coefficients de la combinaison lineaire des polynOmes II 
sont d'ailleurs les m6mes au facteur \ pres que ceux de la 
forme lin6aire des a et p; les 27 coefficients se reduiront 
done k 21 quand les forces exlerieures sont nulles dans le 
premier 6lat d'equilibre. 



IttDUCTIONS PAnTICULl£RES. 

e hypothese n'esi pas toujours admissible (cxemplc : 
Lin gaz). Ij'liypollicse dcs forces cealrales adoptee par 
y et Poisson r6duil encore le nombrc de 21 coeffi- 
des a et ^ dans la forme quadralique de ces quan-  
qui coincide avec les deux dorniers lermcs de la 
le {2} appUqu6e k I'eleraenl it. 
cffet, dans le cas des forces centrales mutuelles, la 
)n F est 6videmment de !a forme 

suite 



dlUliV 



= 



n'avons alors a considerer que la somme 

7Q au volume it. 

:st une forme liiicairc (5) des a et p; les coeflicients 

tie forme uc dopendcnl que des trois quantites 

/, Dz. 

=cra done une forme quadratique des « ct p dont 21 

lefficienls scront unis par 21 — 3 = 18 relations. 

es de ces relations qui sont lineaires el horaogencs 

tcront dans la forme quadratique (par rapport aux 

2 " d\V P' 
dans piS on aura evidemment 

[ coefficient dc 2 ct, u = cocflicienl de 8,' 
/O) J coetfieicnt de 2 p, pi = coefficient dc 2 ig pj 
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Les relations de ce type sont au nombre de 6, elles 
sent lin6aires et on peat demontrer guil n'y en a point 
d'autres lineaires, 

Les 21 coefficients de la forme consideree sont done 
reduclibles k 15 d'enlre eux. 

En resum6, la somme 6tendue au volume At 

est privec de son premier lerme (combinaisons lin6aires 
des n) lorsque les forces ext6rieures sont nuUes dans Telat 
d*6quilibre nalurel. 

EUe est priv6e de son troisieme terme lorsque les forces 
sont centrales. 

Et enfin le lerme moyen qui subsiste seul, quand les 
deux hypotheses pr6c6denles sont reunies, depend de 
IS coefficients arbilraires. 

Les 27 coefficients g^n^raux se reduisent done a 21 dans 
deux hypotheses distinctes et ^ IS lorsque ces hypotheses 
sont associ6es. 

Si en chaque point d'un corps quelconque, il n'existe Corps isotropea. 
pas de difference entre les diverses directions emanant 
de ce point, au point de vue des propri6t6s physiques, le 
corps consid6r6 est dit isotrope. 

Pour voir comment se simplifie la fonction U pour les 
corps isotropes nous r^soudrons d'abord la question sui- 
-vanle : 

Quels sont les polyndmes homogenes du second degre par 

rapport aux neuf derivees partielles j-. -j-, ^, des trois 
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fonclions ?. "n, C, qui jouissent de la propriety d'fitre inva-- 
rianis a I'egard de rorientation du iriedre de coordonnees. 
Nous avons d6ja vu dans la cin6malique des deforma- 
tions que les dilcUalions principales 81 82 83 sont les racines 
de r^quation 



28 — 2a, 


-P» 


-p» 


-h 


28 — 2a2 


-p' 


-h 


-p. 


28 — 2a, 



= 



d^ou Ton d6duit que les coefficients des puissances 2, 1 et 
de 8 dans r6qualion pr6cedente developp6e sont des 
invariants; ces coefficients allernativement charges de 
signe sont 

A, = 2 (tti + aa -f- *3) = ^ = dilatation cabique 

2 a, p, p, 
h 2aj pi 
p2 Pi 2 aa 



A^ = 



la consideration de Aj et A2 nous donne de suite deux 
polyn6mes isotropes du second degr6. 



Savoir : 



lo 



9o 



e»=('^J + ^' + ^^V 



un troisieme nous sera donn6 par le carr6 de la relation 
moyenne jo' + y' -|- r' = B 



d C rf rA> 



4B = v('^^_'l:5) 
\d if d xJ 
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toutes ces sommes 2 qu'on vient d'6cripe sont des sc 
de Irois termes dont un seul est 6crit, les deux 
lermes dement de celui-ci par la permulalion circ 
efieclu^e simullanemenl sur les groupes de Ictlres c 
poudanles 



Aux polynftmea isolropes precedents on peul assot 
polyadmc G d^duit des pr(?c6dcnts. 

■1 ~ "{^dxdy dydx^ 



C = 



Exisle-l-il d'aulres polyndmes isolropes Hon r^dui 
aux trois pr6c6dents ? 

A cet effet observons d'abord que si on change I 
des axes, I, ^, !, x, y, s changenl de signe, ce f 
modifie aucune des d6riv6es. 

Si ron fait faire au sjsteme d'axes un demi-lour i 
de I'axe z, X, y, \, tj deviennent n^gatifs, ni s n: 
changcnt. 

On pent dans celte remarque permuler les lettres. 

D'oii on voit que lout polynflme homogene isolrt 
second degrfi conliendra des lermes des types suivai 



(£)'• «" 



It les termes Aknsks par permutation 

d\ dr. 

— T- , el les lermes d^nv^s. 



dijdx 
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Le r6le des axes pouvant 6lre ^change, on voil que tous 
les termes d'un m6nic groupe auront m6me coefficient. 

Tous les polyn6mes isolropes seront done des combi- 
naisons lineaires des polyn6mes sym6triques 



- \(lij ' - l\dyj "^ \dj:J J - dx dif ^ dy 



dfi 
dx 



S'il exislait plus de Irois polyndmes isolropes lin6aire- 
ment independants, les quatre sommes (6) seraienl des 
polyndmes isolropes. 

Or une rolalion de ? contour de Taxe de z monlre netle- 

4 

ment que la somme 



K^)' 



ne se transforme pas en elle-m6me par ce deplacement des 
axes. 
II n'y a done que 3 polynOmes isotropes distincls : 

On a deja form6 au moyen de ceux-ci la combinaison 
lin6aire 

^ ^ AH-i_B ^ V /" I2 'b _ 1^ b ^ 

i ^ \dx dy dy dxj 

Kn voici deux autres remarquablement simples aussi; 
d'abord celle-ci : 

02 -- A, + 2 C = II„ + II,, + II„ 
puis une autre qu'oh obtient en partant de ridentit6 



v+p..+p,.=.(i+^y 



1 
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On tire de la definition de B 

4B + pi« + p,« + p,' = n„ + n,, + ii„ 

+ 2 (ai' + «,« + a,*) 

d'ou on voit que le polyndme 

H - ..' + a,' + a,> + ^-^l±i^±^* 

est isotropo. 

Nous prendrons pour polynOmes isolropes independants : 

0«, H, et n,, + Uy, + n,. 

La fonction des forces mol6culaircs relative a r6l6ment 
de volume At sera done n^cessairement pour un corps 
isotropo de la forme : 

(7) AT[YO-x|-{xIl + v(II„+n,, + n„)] 



a 



„ = ,.+,« + ,. + aiM:^? 



les n etant d6finis plus haut (equation 5). 
e est en eflFet le seul polynOme isotropo du 1^"* degr6. 
Avant d'6tudier les coefficienls y, X, fx, v, d^montrons 
quelques lh6oremes g6n6raux. 

Theordme L — Si les a et les p sont mils dans toute la 
masse du corps ^ il n*y a pas de deformation proprement dite, 
mats le corps se ddplace a la maniere d'tm solide invariable. 
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Supposons en effel que Toti ail : 

a, = aj = a, = ; pi = pj = pa = 0. 

^=0 -"5=0 -^=0 ^+^''=0 '^^+'^^=0 -4--=0 
dx dy dz dy^^ dx ' rfs ' di/ ' dx~^dz 



on tire de la : 



dx dy dz 



c*esl-^-dire : 



drti d^ 

dzdx ' dydx 



dxdy ' dzdy 



I n/ffl'* 



dzdy "^ dxd 



ces Equations donnenl imm6diatement 



dxdz dydx dzdy 



el par suite X,, Y^, Z„ d6signanl des fonctions respeclives 
de X seul, de y seul, de z seul on aura : 

T^ = Z, + Xi 

^ = X, + Y, 

en ayant 6gard mainlenant aux relations « = ? = 0. 



com pfiroRiUBLes. 

Od trouve enfin : 



^ = ;„ + ra-p.z . ^. ^- i:- P" 9- '•■' 

„ , a^sisnetit des consLanU 



Ces formules expriment que le corps s'est d6] 
se deformer aprfes avoir subi une translation (5„ 
une rotation {p„, q„, »■„}. 

TMoreme II, — Une m^me forme gtiadraligue 
deriv^es -j- . .-. j- des fonctions I, -n, C, ne peut se c 
que d'lme seuie maniere en tine forme quadrat, 
et des P ei en U7ie forme liniaire des six poly 
(Equations 5, page 198). 

Tout d'abord, s'il exislait deux modes de dec( 
non identiques, en les ^galant on aurait une rel 
les polyn6ioes ri ne pourraient pas disparaitre d'ei 
sans quoi on aurait une relation entre tes a el 
evidemmenl arbitraires. 

Supposons done pour uu moment qu'il y ait ui 
lin^aire entre les n et les « et les B: les -,- -r 
regard^s commes des arbitraires, faisons les a- et 
la relation en question subsislerait entre les n 
ris6s, d'apr^s la remarque pr6c6dente; mais les o 
nuls, \, Ti, C onl d'apres ie theorfeme pr6c6dent la 
or on trouve dans ce caa 

n„ = r„» + g.', II,, = p„' + r„», n„ = (9„» ~\ 

n^= — pui/o, n|,i= — gofe, n„=— ;)„ 
la relation entre les n se traduirait par I'egal 
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d'une forme quadralique des po, go, ^o> mais ces quanlites 
sont arbilraires et la conclusion serait absurde. 

Done, la forme quadratique des neuf deriv6s consider^s, 
ne coraporle qu'un seul mode de decomposition en deux 
groupes de Tespece indiqu^e. G. Q. F. D. 

^ Relations Une comparaison d6ji faite enlre les coefficients des 
des coefficients P^lyndmes O et ceux de la forme lin6aire des a et p qui 
Y, X, (i, V. figurent dans le developpement de la fonction des forces 
moleculaires donne 

Y 

quand les forces sont centrales^ la forme quadralique des 
a et p doit presenter les parlicularil6s signal^es plus haut, 
et Ton doit avoir six relations des types suivants : 

coefTicient de 2 a^ a, = coefficient de pa* 
coefficient de 2 pi p, = coefficient de 2 ag pa 

Les relations du second type sont ici satisfaites d'elles- 
m6mes par des valours nuUes des coefficients consider6s. 

Les relations du premier type se reduisenl a la relation 
unique : 

Si les forces exl6rieures sont nulles dans Tetat d'6quilibre 
naturel, on aura en ce cas Y = v=rO. 

Ainsi pour les corps isotropes les 27 coefficients se 
r6duisent a trois X, [jl, v (y = 2v). 

Si les forces exterieures sont nulles dans Tetat d'equilibre 
naturel, les trois coefficients se r^duisent k deux (v = y=0). 



fr"^^ 
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Si les forces sont centrales^ les trois coefficients se r^duisent 
encore k deiix (X = fx). 

Si les deux hypotheses sont faites simultan6ment, les 
Irois coefficients se r6duisent a un. 

Si les corps isolropes consideres sont en outre homog^nes, ^®n>« 

h ftiw ftff An ftft 

les coefficients consideres sont constants a Tinterieur du 
corps. 



14 



V 



Equations de r^quilibre ^lastique. 



Regardons un corps 6lasliqiie comme un assemblage de 
particules libres, el convenons d'assimiler la fonclion des 

forces mol6culaires SWAt k une integrals de volume Jvfdr . 

Cetle assimilation du continu physique et da conlinu 
malh6matique pr6te le flanc k de tres graves objeclions; 
mais nous passerons outre, et nous reviendrons de fait a la 
conception de la mati^re continue. 

— Soit rfx un 616ment de volume, G son centre de 
gravity. 

Les forces ext^rieures appliqu6es aux diverses parties 
de cet element peuvenl 6tre r^duites a une r^sultante de 
translation passanl parle centre de gravity G et i ua 
couple. 

Cetle composition des forces suppose rigidifi6e la partie 
du corps situ^e dans le volume e/x, on r6tablit la liaison 
raol6culaire en imaginant que la parlie ext6rieure du corps 
61astique r6agit par des pressions sur la surface de Tfil^ment 
de volume rfr. 

On pent parvenir k la consideration de TSquilibre 61a3- 
tique par quelques hypotheses extr6memenl gen6rales 
failes sur ces reactions ou pressions. 

Ce n'est pas la melhode que nous suivrons, mais je 
veux seulement presenter k ce sujet une remarque. 
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Les forces exl^rieures (pesanteur et forces analogues) se 
r^duisent k une r^sultante de Tordre de dx on du troisi^me 
ordre intinitesimaly passant par G, et k un couple du 
cinquieme ordre ayant un axe passant par G; les pressions 
sont des forces qui s'exercent sur Tetendue de la surface 
de rfr, et elles se groupent par forces du second ordre; 
pour que leur resuHanle de translation soit du Iroisieme 
ordre seulement elles doivent remplir cerlaines conditions 
de continuity; tel est le point de d6part de la methode de 
la riffidtficait07i qui sert de base a la th6orie 616menlaire 
de riiydrostatique et que je me contente d'indiquer. 

— Pour former les Equations de Tequilibre 6Iastique 
nous allons appliquer k Tassemblage des volumes libres dx 
le Ih^oreme du travail virtuel. 

Pour la facility du calcul, nous nous donnerons les forces 
dans les deux 6tats du corps d'une maniere loule particu- 
liere et qu'il importe de bien prdciser. 

L'element dx est d6fini comme tel dans le premier 6tat 
d'6quilibre, celui que nous avons appel6 equilibre nalurel. 

Nous d6signons par Xidx, Yidr, l^dx les composanles de la 
force ext6rieure appliqu^e a Tel^ment de volume dans le 
premier 6 tat. 

Dans le second etat d'6quilibre, nous designons la force 
ext6rieure rapport6e toujours a r6l6ment ^de volume envi- 
sage dans son premier etat par 

(X, + X,) tfr, (Y, 4- YO (/r, (Z. + Z,) dr 
OU X(/t, \dx, Ux 

Nous consid6rerons aussi des pressions donn6es exercees 
sur la surface limile du corps; chacune de ces pressions 
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est rapporl6e k un element rf<o de la surface, envisage 
dans le premier 6tat. 

PirdiO Plj/rfo) Pjst/o) 

sont les composantes des pressionssurrfw dans le premier elat 

(Pix + Pir)doy, elc. 

a 

sont les composantes des pressions exerc6es dans le second 
etat sur r6lement qui etait primitivement dw. 
Nous poserons d'ailleurs 

L'equilibre conlraint s'exprimera par le th6or^me du 
travail virtuel; 8 designant les variations virtuelles et 
/WrfT designant toujours la fonction des forces moleculaires 
on aura : 

(8) » [/VVrfr 4-/(Xo? + Yor. + Z^O^r +J{PM + Py^ + P^SQ (/a>] = 

On a, d'ailleurs, d'apres les explications qui pr^c^dent, 

odT = 8d(o = 

W est la somme d'une forme lin^aire des a et p et d'une 
forme quadratique speciale des neuf d6riv6es partielles du 
premier ordre des 3 fonclions 5, yj, C. 



1. On a continue a num^roter les equations en prolongeant les 
Qumeros dc la prec^dcnte le^on. 
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Posons 

dx dy dz 

rfW d\\ „,_ rfw 

rfji 4' /; 

(/o; </^ as 

A"-^ R"-^ r"--^ 

d 1- d ,- a 



(/x rfy dz 



Nous aurons 



+>»«+•='§> 



■J W* =/(*"£ 



t/ 



D'apres une formule d*inl6gralion g6om6lrique par parlies 
d6ja ulilis6e dans la cinematique des deformations, on 
aura en designant par /, m, n Ics cosinus directeurs 
des angles que fait avec les axes de coordonn6cs la normale 
a r61ement d<a dirig6e vers Texlerieur de la surface. 



0„...nr.o.a.,»a„.,ue,« = .H 



r(..J + Be|,c.f;)-,- r(«+^+cn)«.- Agn-g^ £->w. 
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et deux autres formules analogues pour les fonclions 

t\ et K. 

Les 3;, Srp oC ^lant arbitraires nous egalerons a zero les 
coefficients de o5, Stj, Si;, sous les int^grales definies et nous 
aurons : 

X — — — — — — -0 

dx dy dz ~" 

Y — — — — — — -0 

(ij; dy dz, 

Z-— -— -— ' = 
(/x rff/ dz 

et k la surface du corps 

I P, + A/ + Bm +Cn = 
(10) j P, + A'/ + B'm + C'tt = 

La forme des equations (9) et (10) montre que si on isole 
a rinterieur du corps une surface fermee et si on considere 
I'equilibre mol^culaire de ce corps ficlif, celte portion du 
corps serait encore en equilibre sous Taction des forces 
ext6rieures primitivement donnees pourvu que sur la nou- 
velle surface on exercdt des pressions 6lemenlaires dont 
Tintensitd, par unite de surface, aurait pour composantes 
suivant les axes les quantites respectives 

— kl — Bw — C« 

— A'/ — B'w — C'tt 
_ A"/ — Wm — 01' n 

on est ainsi conduit par le calcul lui-m6me a la notion des 
pressions ifU&ieures. 
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— Les Equations (9) sont des equations aux d4riv6es pai 
tielles du premier ordre par rapport aux Irois TonclioE 
incoDDues I, ti, 5, aux variables x, y, z. Lorsque les fore* 
X, Y, Z sont counues dans loute la masse et que les pres 
sions sont coonues i la surface, I'integration du systems (! 
avec les conditions aux liiniles (10) fera connaitre le 
deformations. 

It est nature! de se demander 1° si la resolution de 
Equations (9) et (10) est loujours possible; 2" si elle es 
possible d'uae seule maniere. 

II est aise de r^pondre a la seconde question, du main 
iorsqti'on suppose que la portion quadratique de W est un- 
forme difinie dans toute la masse du corps, c'est-a-diri 
incapable de a'annuler pour des valeurs des variables diff6 
rentes de z6ro. 

Eu effet, s'il existait deux solutions de I'equilibre 61as- 
tique : 

1" solutiou : 5i, f,i, ;,. 

2' solution : b, t,j, i;.. 

correspondant i un mfeme systeme de forces inl^rieures el 
de pressious superficielles, la forme lin6aire des equations 
(9) et (10) montre que ces 6qualions seraient satisfaites er 
faisanl : 

X = Y = Z = Oi Tintfirieur 

P,= P^ — P,=0 i la surface 

\=\l~ \%^ ''\ = I'll ~ 1l2> i; — ill — Ct 

mais ators les Equations correspondantes expriment que : 

5/WirfT = 
W, d^signant la partie quadratique de W. 
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Or, en faisant 8;, Stj, 8?, respectivement proportionnels k 
?, 7), C-en trouve que o W^ est proportionnel a 2 W, et Tin- 
t6grale nulle 

aurait tous ses 6l6menls de mfime signe, ce qui est absurde 
a moins que 5, tj, t, ne soient nuls, c'est-a-dire a moins 
que Ton ait 

?i = 52, •yii = ^a, Ci = ?8 dans tout le corps. 

Si la solution existe elle est done unique. Quant k la 
premiere question, elle se presente sous diverses formes 
dans tous les probl^mes de Physique Math6matique. 

La question de Texistence des integrales des Equations 
aux deriv6es partielles du second ordre d'oii dependent la 
distribution de la deformation elastique, la distribution 
(^lectrique et celle de la chaleur n'int6resse les physiciens 
que dans la mesure ou les theor5mes d'existence peuvent 
conduire a des calculs pratiques pour la determination 
des fonctions physiques inconnues; car les physiciens ne 
mettent pas en doute Texistence de la solution. 

Mais ces thcoremes (Texistence int6ressent les math6ma- 
ticiens purs qui, suivant Texpression pittoresque de Jacobi, 
tiennent, pour I'honneur de I'esprit humain, a les 6tablir 
en toute rigueur. 

Ces theoremcs d'existence dont le fameux principe de 
Dirichlet est Tun des plus simples pr6sentent des difticult6s 
particuliferes; ils ont fait Tobjet d'6tudes de plusieurs 
g6om5tres, au premier rang desquels il faut citer : Schwarz, 
Neumann, Poincar6, Picard. 
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Envisag6s du point de vue de la continuity physique, ces 
th6oremes paraissent presque 6vidents, raais r6vidence 
pr6sum6e s'6vanouit dfes qu'on quitte le domaine de la con- 
tinuity physique et qu'on se can tonne dans le domaine de 
la continuity math^matique. 

L'expos6 des recherches modernes relatives aux theore- 
mes d'exislence est tout a fait en dehors du cadre de ces 
lecons. 

Je dirai seulement quelqucs mots de la maniere dont la 
m6thode des variations a permis de presseniivy mais non de 
d6montrer ces thioremes d' existence. 

Prenons pour exemple le principe de Diri<?hlet. 

Ce principe affirme Texistence d'une fonction V a Tintfi- 
rieur d'un certain doaiaine continu a Tint^rieur duquel 
elle satisfait identiquement a T^qualion de Laplace : 

et la fonction V est d^finie dans tout le domaine d5s qu'elle 
est d6finie aux divers points de la frontiere de ce domaine. 
Gonsid6rons Vcnsemble de toutes les fonctions U assujetties 
a prendre des valeurs donnees aux divers points de la sur- 
face frontiere du domaine D et consid6rons Tint^grale 
de volume J 6tendue au domaine D donn6 : 

les valeurs de ces integrates ferment un ensemble de nom- 
bres positifs N. 
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A cet ensemble, on pent associer, comme on salt, un 
nombre m nul ou posilif, tcl que Ton ait 

m < J 

mais lei aussi qu'a lout nombre e, si pelil soit-il, on pourra 
associer une integrale J superieure a m + e- 

Ce nombre e porte le nom de limile inferieure, ou mieux 
encore, de sous-minimum des nombrcs N. 

Si uue inl6grale parliculiere el par suite une fonclion 
Uo exisle, qui salisfasse k la condition ; 

tout en respeclant les conditions auxquelles les U sont 
assujelti^s, le sous- minimum atteint porle le nom de 
minimum. La variation de la fonclion Uo 6tanl oUo est nulle 
par bypotli6se sur la surface et Tinlegration geomelrique 
par parties de la variation de oJo donnant ais6ment 

On voil que si Ton n'avait pas 



on pourrait choisir cU de icaniere k faire : 

3.1, < 
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On conclut de 1^ que la fonclion Uo doit satisfaire a I'^qua- 
lion (11) et par suite qu'elle est la fonction V cherch^e. 

Ge raisonnement, dont on s'est longtemps contente, 
reclame le poslulat que voici : 

1** Le sous-minimum est suppose se reduire k un minimum. 

Et, jusqu'a present, la I6gilimit6 de ce postulat n*a pu 
6tre etablie. 

Aussi, jusqu'a nouvel ordre du moins, on semble avoir 
renonc6 a exiger de la m6thode des variations plus que 
ce simple apergu, et Ton a demande a diverses methodes 
d'approximations successives la solution du problfeme de 
Diriclilet. 



VI 



Sur la distributioh des pressions actuelles. 



(Rapport^es aux dl^ments actuels.) 



Je designerai par n^ la pression exercee sur Telement 
acluel int^rieur cfo), provenant des aclions transmises k 
cet 616ment par la parlie du corps qui est siluee par rap- 
port k r616ment du c6l6 de la normale orienteev; rien 
n'emp6che de supposer que les deux etats d^equilibre 
nalurel et contrainls coiDcident. 

Les equations (10)' donnent dans ce cas parliculier : 



n* = — A 


nl = — B 


n^= c 


n: = -k' 


n*- B' 


n^ = - c 


III = - A" 


n* = — B" 


ii! = - C 



et les equations (10) deviennent alors, en nommant a, p, y 
les cosinus directeurs de la direction y : 



1. MSme remarque que plus haul au sujet du numdrotage des Equations 
de cette le^on. 



f 
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D'ailleurs, lorsque les I, i\, ( sont nuls, le determinant 



(13) 



ABC 

A' B' C 
A" B' C" 



est symetrique, c'est-i-dire : 



B =A' 
C zzA" 
C' = B' 



et par suite on aura : 



(H) 






n 
n 
n; 



Les relations (12) et (14) peuvent d'ailleurs s'obtenir 
ais^raent par la consideration de r^quilibre d'un parall^li- 
pip^de ou d'un t^lra^dre infiniment petit. 

On pose habituellement, conform6ment auz notations de 
Lame. 

= T, 
= T, 

— Relaliofis entre /«5 A, B, G. . . et les pressions rappor- 
ties aux elements acttiels dam le cas g^eral. 

Soienl a, b, c, les cosinus directeurs de la normale v ^ 
r^l^meDt (/o) envisage dans le premier 6tat. 



n:=N[ 


n:=n!; 


nJ=N, 


ii!;=ri; 


n: = N3 


n:=n: 
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Si ai as as soQt les dilatations parall^les aux axes et ^i pt ^ 
les contractions angulaires correspondantes. 
Si on fait, comme dans une legon pr6cedente 

2<p = a, o' + a* t^ + *3 (? + pi ^c -f- Pi ca + pj ah 

les variations A 'a, X'b, A'c, de a, b, c, dues k la deformation 
seront (Cin6malique des deformations). 

A'a = 2fl(p — j| + 7c — ri^ 
A'6 = 26<p — y^-f^^ — pc 
' dc ' '^ ^ 

envisageons Tel^ment du corps qui, dans le premier elat, 
etait normal k I'axe des a; on a 

a=l 6=0 c=0 

et en n6gligeant des quanlil^s du second ordre, les nou- 
velles valeurs de a, b, c, seront 

a' = + Aa = i 

ifdi di:\ \ydi di:\ di 

Soit cfwi retendue nouvelle de Tel^ment rfw. et soient 
toujours Nj, Nj, N3, T,, Tj, Tj, les composantes actuelles 
des pressions rapportees aux 616menls actuels, on aura 
d'apres les formules (10) et en n^gligeant toujours les 
quantil6s du second ordre : 
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|_,.=n:^'=T,(.+i;+ 

ces formules donnent lieu k deux a 
mules d6riv^3 de celui-ci par deus 
iaires simulton^es etfectu6es sur les 
ligne horizontale du tableau suivant. 

a: y s 

ABC 



Dans les applications de la fh6o 
r^laslicil^ k la IbSorie de la tumi^re, 
des gaz, on ne pent pas supposer qu( 
soienl nuUes dans I'Stat d'6quilibre c 

Mais dans I'filude des solides nalui 
ph6rique est n^gligeable et rhyp( 
suffisammeat apppoehee. En ce cas 
pressioRS comme des quaniit^s petitt 
deformations. 

On peut alors simplifier les relali 
approximaiivement : 

— A = N, 

— A' = T, 

— A'^Ti 
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— Lorsque les pressions sont rapportees aux 6l6ments 
acluels les Equations de I'equilibre 61astique sont : 



dx dy dz 

klmt6rieur ( ^ + -5^ + ^r = - Y 

dx rfy dz 
P,= /Ni+mTa+nT, 

a la surface {Py= / T3 + m N, + nT. 



D'ailleurs on fera les N et les T 6gaux et de signe con- 
traire aux deriv^es parlielles de W; 51 le corps est isotrope 
nous aurons : 



__. X fai + aa + ^3)* 

W = 



— [A I ai* + aa' + x/ H 



Nj = X6 + 2(jLai, Ti = ii..8i 
(16) \ N2 = X6 + 2[xa2, T2=[xp, 



[ N3 = X6 + 2H.aa, T3 = (jlB3 



En remplacant a et p par leurs valeurs en fonctions des 
d6placements 5, r^, C on trouve alors pour les equations 
d'6quilibre des corps isotropes : 



a I'interieur (17) ( (x + jx) ^ + j^Ati = - Y 

(^ + !*) I + 1-^? = - Z 
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et a la surface : 






Py = lllXO + |JL 



Or^ 






"l)+K 






+ m 



T+4-) 

dy dz/ 



i't 



P. = nX6 + (*(r^ + m5^' + 



dz 






Si p d^signe la density, en un point du corps 6lastique vibrations 

(en revenant a la conception du corps coniinu), d'apr^s le eustique, 

principe de d'AIenibert, il suffit pour obtenir les Equations homogene et 

des mouvements 61asliques de remplacer isotrope isoie. 



XparX 



(PI 



YparY-p-.^ 



^1? 



Z par Z — p -77. 






en particulier, si on considore un corps isotrope isol^ a 
I'intdrieur comme a la surface on aura : 



a i'inlerieur 

(I) 



, d'i 



^dP 



k la surface 
(E) 



V dy dy dy/ '^\ dv dy dz) 
( d\ 4yi , dX\ (AX, rfC rfC\ 



mXO + tt 











mXO + 



i5 



^6 DISCONTINUITY DES HAHMONIQUES. 

Prevision Essajons dc satisfaire aux equations prec^dentes par des 

mouvllnts sol^^ions do k formc : 

viln'atnires 

sjiiipl, ci I ; =z F, cos ^1 t ^i,'/;!, ?i (Icsignaiit iles fonctions dcs 

} -/J =r r,i COS ki I seules variables x, ij, z, et hi designant 

f ^ = ;i COS hi t une consUnte ; 

les fonctions ?i,Vii, ^i devront alors satisfaire aux equations : 

^^ + ^^ f/oT + J^-^^' ^ "* ?^'*'^* a rinl^ricur 

rf/)i (X, jjL, p) constanlcs ci 

(J) i 0- + !^) rf-j, + 5^^.' =,- f'^-^M le corps est hoino- 



et aux Equations (E) a la surface, sauf le changement de 
S, Yj, 2; en 5i, Tji, ?;,, respeclivement. 

Pour6lablir la discontinuity du nombre Aj, M. Poincare 
etablit d'abord le lemme suivant : 

Lemme. — Designons par 5 "jq t trois fonctions quelconques 
de X, y, z, et posons .: 



el soicnt : 



• -2 - \(hj^ dxJ J 



X, Y, Z 
P. \\ V. 



les quantit^s definies au moyen de W^ par les equations de 
Tequilibre elastique, c'est-a-dire les forces et pressions qui 
correspondent a la deformation (S, -/i, ^). 
soiont 5'V^'' trois autres fonctions quelconques, el X'Y'Z' 



COUPS d£pormables, 

P't I'';, P': les valeurs correspondante 
oa aura, d'apres la delinitiou des P 

ies S£, Bt), 8; 6taQt arbitraires, faisons S5 
Nous aurons : 

St CD ^changeant le rOle des fonclions 
on aura : 

Or d'apres une propriety bien conr 
drati(|ucs 

VV ^^ ^ — TV 'I^> 

dl' ilx ' ii\ 

dj! dju 

on deduit alors des relations pr6cedenl 



i 
-/"■'■ 



(xr + Yr.'-t-zr-x's-Y'i 



' + !>,!:' _i.'5_i.', 



lel est le lemme de M. Poincare. 



1. Dans cettc formule le signe £2 se rapporli 
aux variables x, y, a. 







228 DISCONTINUITY DES HARMONIQUES. 

II comprend comme cas tr^s parliculier le Iheoreme de 
Green. II suffit de faire 

7i = r/ = i:=C = 
dans Tidentile pr6c6denle pour avoir : 



Jc-^l-l^V)a.=J(v§^-l§;^ 



-^^)d. 



Th^ortme. £^^ vibratiofis periodiques d'un solide elastigue iSOLfi ne 

peuvent former tin ensemble continu. 

Dans r^quilibre de d'Alemberl, les P sont nuls, et les 
seules forces exl6rieures sonl les forces d'inerlie. 
On aura done d'apr^s le lemme precedent : 







si Ton fait : 



5 = $1 cos ki t I' = I2 cos ki t 

Tj z= T,i cos ki f V = ''is cos ^2 ^ 

1; HZ ^, cos kit C =r }^2 COS ki t 



ridcnlil6 pr6c6denle devient : 




(A-2-t;) / ri?2 + -riiT,2 + ?iW^T = o 



Or si des vibrations p6riodiques distinctes formaient un 
ensemble continu k — k\ serait distinct de z6ro el son fac- 



i 
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teur mil se reduirail pour deux systfeir 
nimeDt voisins h 



f 



i'J + ',,= + !,")  



et cette expression ne poiirrail 6lre ni 
malioD 6tait Dulle. ' 

Nous utiliserODs d'aborJ la remarqui 
Si au moyeii de la forme quadratii 

haul, et k I'aide de deux vecleurs «, 

projections respectives : 



on forme I'expression : 



- - j-j; -. que nous designeronf 



nous aurons d'abord d'apres les prop 
homogfenes du second degr6 : 

F (e, = 2 Wi 

Nous represenlcrons d'ailleurs la fon 
W.(.). 

Ceci pos6, envisageons le problem, 
vani. 
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Considerons tous les groupes de fonclioiis 5, -n^ C, qui 
salisfonl a la condition : 



/" 



iV + V -i- V-) th = 1 



Les inleyrales — Av^ r(r formcnt un ensemble de quan- 
liles loules positives el qui admetleiit wi sous-minimum, 
commc on I'a vu jilus Jiaut. Admettons que cc sous- 
minimum soil un minimum proprement dit, la m6tIiode des 
variations apprend que lorsque ce minimum est r6alis6 on 
aura, en d^signant par m, un certain coefficicnlnum^rique 
et par l, T|, I, les fonclions |, t,, K qui r6alisenl ce minimum 



/*.. + ,./=,. 



+ T„= + C'i dt = 



guelles que soient les variations SSi, Stj,, ol,. 

Soil p, le vccleur delini par les projeclions ;,, t„, !;, ct op, 
la foncliun vectoriellc deiinie par les projections S=, , 5r,i, 3C' 
on pourra ficrire la condition de minimum 



/ F(p,,Sf,)rft + 2m / (5. 5-, ■- 



el supposons par exemple : 'stii = th 

in aura 3 »n = ~ ij^^-. cii > 

II cxisle done un nombrc positif k* cl des fonclions 
I, T,,, i;, lels que Ton ail quels que soient les S : 

y"SVV,rfT + ll?^f[\i* + Yil' + ?,■] rfT = 



*r'.^-^W '•»^"**T> 
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Le nombre Aj* esl preciscmcnt le minimum de — /\Vj dr 

el les conditions differentielles du minimum sont pr6cis6mcnt 
la verification des (Equations (J) ct (E) par le nombre A\ 
el les fonclions 5i, rn, Ci- 

Envisageons maintenanl les fonclions ;, r^, ?;, assujetties a 
verifier les relations 



+ V+C^)rfT=l 





+ T, T,, +U.)rft=0 



Tensemble des groupes (; -n i:) fournit imraddialement Ten- 
semble des integrales positives : 

ce nouvel ensemble admel un sous-minimum. Si co mini- 
mum est un minimum propre il existe un nombre /<:,- (on 
va voir qu^il est effeclivement posilif) un nombre h el 
des fonclions 5i, Tja, i;, tels que Ton ail : 

+ 1:, ?,) rfT = 

faisons d'abord : 



el d6signons par fj le vecleur dont les projections sont 
ii T,2 Ca on aura : 

/ F. (p„ p;//T + 2 k/ / (;, I, + r,, r., + ?.. ;.) r/r + /i r-^ 
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d'autre pari, en faisant : 

;i = ;* Tji — r|2 (,2 — S2 

dans les Equations qui exprimeni le premier minimum con- 
sid6r6, on trouve 

/ F(p., p,)rfT + 2ki» / (5, ?2 + T„ v + ?iyrfT = 



done 






p,) dt = 



done enfin : 



/i-^0 



alors en faisant 

»s)f Y ** Iky _ Y 

0C»2 — 52 0Tj2 — Tja 0(,2 — ^2 

dans la relation generale aax 8 on trouve que /cj est le 
nouveau minimum el par suile qu'il est aussi posilif, et ainsi 
de suile : on definira de |)roche en proclie des nombres 
ki el un groupe associe de fonclions ;/, t,,, C- 

Les fonclions 5,, y,,, C sonl choisies parmi celles qui, assu- 
jellies aux relations : 

(;,^ + V + 2:.rrft^i 



ai+^i.-^u+c.QrfT=o a<») 



rendenl minima Tinlegrale : 




W, (p.) rft 
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Si k^ est le minimum de cette int^grale le g 
;< salisfail aux equations (J) el (E). 

La demons Ira tion indiqu^e s'^lend de proc 
elle est soumise aussi aux objections qui ont 
plus liaut k propos de I'application de la 
variations au principe de Dirichlet. 

La m^thode des variations est une puissar 
recherches, mais elle est jusqu'4 nouvel ord 
au point de vue de la parfaite rigueur. 

Les considerations qui precedent ne coi 
qu'une prevision de I'existence des harmo 
vibralions p6riodiques des corps homog^ne 
Isolds. 

L'existence de ces harmoniques, dans 
membranes, a 6t6 d6monlree rigou reuse meni 
car6 dans les Comples Rendus de rAcademi 
et dans le journal math^matique de Palermi 
conli ». 

Pour completer les considerations pr6( 
d^montrerons le th^orfemc suivant ; 

— Les divers mouvements vibratoires 
l'existence vient d'fllre iudiqu6e sont tous 
ind^pendants. 

Supposons en e£Fet que I'on ait pour une c 
det 
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On va voir que les A^ sont lous nuls; en cflTet, soit k un 
nombre entier parliculier compris dans la suite 

i,2, i-1 

nous aurons, puisque 



i Ik + Tj,- TjA -f X,i X,k] rfr = 



or 




k + -Tu TjA + C; C*) rfr := pOUf j < k 




ct / (y + V + W'^(/T = i 



done A* = 

Corollaire. — Les quanlil6s k a partir de Ic^ sont toutes 
differenles de z6ro. 
En efifet si A, = 0, on aurait : 

W, (p.) rft = 

Comme Wg est une forme negative definie des a ct des 
p, les a et les p sont. nuls. 
Le solide se deplace sans se deformer. 
Mais si l^on a : 

/c, -_= kj,^^o Aj :- A'v =^ A*.i —~ k^ -- o 

On aura pour les six premieres solutions, six d6place- 
ments ind6pendanls du solide rigide; si Ton avait encore 
A; = o, on aurait un septieme displacement de solide rigide, 
qui necessairement serait une fonclion lin(5aire des six pre- 
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miers d^placoments, mais ccci csl conlraire 
precedent. Done les nombres A( formool iine 
croissante a partir de A, qui n'est pas mil. 

La forme liii6aire des Equations (I) et (E) 
quer que la solution la plus geu6ralc des 6qu 
denies sera une combiniison liueaire des 
vibraloires simples. 

On ne possede pas encore de d6monstratio 
dc ce IhSorfimc bien probable. 

— Une premifere application de la m^caniq 
dfiformables est T^lude des mouvemeuts vih 
divers milieux et la tlieoric math^matique de 

Gcs applications ne rentrent pas dans le 
lecons. 

Une seconde application concerne la dy 
Guides. Nous I'indiquerons ci aprcs et nous y 
tb6orie dynamique des tourbiilons donl la th^ 
tique a d^ja 6t6 faite. 

Enfm une troisiemc application devrait 6lre 
la resistance des mat6riaux et les applicati 
bleraes r6els. 

Jusqu'i present la solution generale de ce 
mfime dans les cas simples, ne pent eire ( 
plement des tb6ories pr6c6dentcs. 

Un premier pas dans cette voie a ct6 fa 
Vcuaut; dans la Iroisiome partie dc cct ( 
indiqucrons los iiypotlicsos comjil^meutaires qi 
de s'attaquer aux problemcs reels des coiistrui 
les d6velopperons pour quelques cas simples i 



On peut definir les fluides : des systemes qui ne trans- 
itlenl que des pressions normales et ne peuvent 6tre 
lua en 6quilibre que par des compressions superficielles ; 

loi de repartition des pressions montre que cetie 
jssion normale a une valeur conslanic;) independante de 
lienlation de i'6l(5ment sur lequel elle s'exerce. 
jette definition n'est pas la plus g6n6rale, raais elle nous 
lira. 

!3onsiderons un parall^lipipede rectangle parallele aux 
is, dont deux sommets opposes ont pour coordonn6es 
y, z et x-\-dx, y-\-dy, z-\- dz, et dont le volume dt 

dx dy dz. 

]]xprimons que le parall61ipipMe solidiiie est en ^quilibre 
Ls I'action d'une force de translation extdneure donnSe 
dx dy dz, de composantes : pXrfr, pYrfr, pZrft. 
!!:onsiderons les forces parall^les k I'axe des x et qui 
It: 

1° La force Xrft. 
J" La pression p dy dz sur la face anlerieure normale a 

i" La pression — (p + ^''*) dydi^uv la face postericure 
rallete a la face anterieure. 
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On aura done : 



d, + pdsd.~(p + ^£d^yydz= 



ou simplement 






'^-t=° 


et de mflme : 


p,-*=.0 




^-f. = 



Le principe de d'AIembert nous donnera ii 
les Equations du mouvemcnt d'un fluide; si 
les projecUoDs sur les axes de l'acc616ration 
on aura : 

p ax 



On a, d'ailleurs, en consid6rant les proje( 
de la Vitesse, comme des fonctions des coordc 
de la particulo el du temps, 

du , du , du , du 
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On a done en (1) 3 equations aux 5 fonclions inconnues : 
«, V, w, p, p. 

Une qualrieme equation est fournie par la notion dc la 
conlinuit6. 

La rapidit6 de la varialion relative du volume d'unc parti- 

cule de volume ^'^ ^^ T" "wt ^ V^^^ Expression : 

(In \^^_\ ''w' 
dv ~^ dy~* (iz 

En exprimant que la masse pAr est invariable on aura : 

dp rf(£M) d(^) rf(£ttO ^ ^ 

dt "" djc '^ dy '^ dz 

Lacinqui5me 6quation doit 6lre emprunlee aux proprieles 
Ihermiques du fluide. 

On peut supposer ou bien que le fluide garde partout 
une temp6ralure conslanle, ou bion, s'il est mauvais conduc- 
teur de la chaleur, que les variations de chalcur li6es au 
changement de prcssion de chaque particule sont nulles. 

Dans les deux cas, la thermodynamique fournit une rela- 
tion entre p et p. 

Remarque \\ est essoutiel dc remarquer que dans ces hypotheses, 
importante. ^^ ^j j^^ forces accel6ratricos (par unil6 de masse) resul- 

tent d'une fonction des forces U, nous aurons une fonc- 

tion U' des acc61eralions : 



fT' 




u - / •^' 
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Done les lli6or6mes d'HelmhoUz sur les tourbill 
applicables. 

Les Equations du mouvement doivenl Ctre coi 
par les condilions aiix limilcs, parmi lesquelles 
disl'iD^ucr : 

1' Les conditions relatives aux parois lixes ou 

2' Les conditions relatives a la surface libre. 

Les premieres se Iraduisent ainsi, soil : 

r^quation d'unc parol dont le mouvement est c 
cette Equation on adjoint la suivante : 



qui exprimel'adliereQce avec glissement des p 
lluides en contact avec les parois. Quant aux a 
relatives k la surface libre, elles consistent g6ni5ralt 
ce que cclte surface est soumise a une pression con; 
On admet generalcmcnl que les mSmes particule£ 
la surface libre. On aura done ainsi a ,1a surface : 

P-P- 

Telies sont les condilions aux iimite:< qu'il faut i 
aux equations {1) et (2) pour la rcclierchc des 
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Lorsque les fonclions w, v, w out 6t6 obtenues, il resle 
a int6grer le systfeme simultan6 : 

/Q\ '^^ __ ^ ^y ^^ 

^' 1 U V w 

Lesthfioremesd'Helmholtzpeuventflimplifierrintegralion. 
On pent chercher les surfaces lourbillonnaires (2 families) 
el pour cela int6gier le sysl^me : 



/ , V (Ix ^dy ^dz oil 

^ p ~" V "" /' on 



i /dw dv\ 

' P-iKTy-dzJ 

oil ] i i dti dw\ 

a fait i ^~i\dl~dx} 



_ 1 /rfi» _ rftfX 



Une famille de surfaces lourbillonnaires suffit, car les 
3 fonctions salisfaisant k la relation 

dx ~^ dy'^ dz 

la lh6orie du dernier multiplicaleur permet de d6duire 
d*une premiere famille une seconde famille el cela par de 
simples quadratures. 

On connait alors deux integrates du systeme (3) et le 
sysleme (3) peul s'ecrire 

,ov dt dx _dy _dz 

or, en verlu de Tequalion de continuite d6ji obtenue : 



dp ^dj^w) d(^v) ^i?^') _^y 
dt ' (/x '' (/y "■ dz 
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la m^thode du dernier multiplicaleur fouraira une nom 
int^grale du syslfime 5. 

On voit (lone que la difficull6 de I'integration des 
bifemes de la dynamique des fluides comporte deux phai 

1" L'obtention des foDctiona m, v, to; 

2° La recherche d'une inlegrale de I'equalion aux d^rj- 
parlielles : 



Quand il exisle une fonclion des forces, lea ^qual 
inlfirieures de rhydrodynamique admellenl des inl6gi 
premieres qui ont ete donnees en 1811 par Gaucliy. 

Envisageons, pour definirune parlicule k I'epoque t, 
pas ses coordonn^es acluelles x, y, z, mais ses coordon] 
initiales x^, y,, 2„. ou trois fonctions a, b, c, de celles-ci 
posant U' = U — J — , nous pouvons dfiduire des 6quat 
d'Euler celle-ci : 



If J ii iPj is f: It 






d?x dx (Pi/ d\i iPi di 

Tfdb+Ti' di + di'db'- 


liU' 
- db 


Equations aux 
variables de Lagrani 



rf'j dx if'y dg d'tdz ^d 
A' dc "'' di' dc "^ dl^ dc ~ 1 



Nous ferons d'ailleurs : 



D{£jm) _ Pifilii) D(j.y..s.) 



A = ^7^rT. 



DC". b,e) ~ D(;r,j,,j,) h(a,b c) 
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Eliminons des Equations (3) la fonction U' par les idenlit6s 
il vient (le signe S porlant sur x, y, z) 



en faisant a = t^ , * = yo , ^ = -o. el posanl comme d'habitude 



dtvv dvo _^^ 

duo dwo^ Q 

Tc~ da- ^'^ 



dvo dwo 
da dh 



— '^ = ^ro 



on remplacera ^ ^^ ^ par m, t;, w respectivement, et apr^s 
une premiere integration les equations obtenues s'^cri- 
ront : 



Kda'db db rf«/~"^" 

\dbdc'^dcdb)-'^P' 

^('(iudx^dudx^^ 
^\dc da da dcj"^' 



revenons aux variables d'Euler on aura : 
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dii _ rfu At dii rfy . rf« dz 
'^di/db'^T:. ik 



db~d.tdli 
dii du dx 



dudy du dz 
dx dc~^ dy dc*~dz ik 



moyeftnanl lesquellcs les equations pr^cOdentes s'^cri 
en posant comme d'habitude : 



2p = 



dy d= 



I:' "' — rfA d, 



/■Jjj£_*/fc\ /dzdx_i-.dx\ 
\\dt rfc dr ii» J + ' \dk de di dt,/ 



da llry ^ 



de du 
~ dx dy 
f dx d'l dx dy 

/dx dy 

Vdr da da di) 



yKdcda ikoeZ + 'Wiio 

f fdydt dyd~\ /dzdx d^dx\ f!^^_ 



d^dy\ 
dcibj 
dx dy^ 



dbdal 



et par consequent en r6solvant par rapport aus incor 
P- 1,' 



(0) 



i. q. 



di''^db 



*. j_*.. 



+ dT,1- + 



(l>: • 



Si Ton suppose : 



= a '■•"'- ffi'""^ E'- 



en aura done aussi : 
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c'est le th6or^me de Lagrange, contenu comme on le voit 
dans les inl^grales de Gaucliy. 

Les Ih^oremes d'Helmholtz sont aussi renferm6s dans 
ces 6qualions, mais Gauchy ne les a pas apercus. 

Considerons en effet les courbes qui dans la position ini- 
tiale du fluide avaient pour equations differentielles : 

?J! — 1« — !j!_^ i ^^^^P^ + ^^ + ^o 

la~^Zb^hc~lSo \ aso = v/'8a* + B6« + oc'^ 

nous pourrons 6crire les equations (6) uinsi : 






on aura done encore : 



s^ 



Done les courbes qui ont pour 6quations : 

dx dy dz 

sont a chaque instant fornixes des mfimes particules, en 
d'autres lermes les lignes tourbillonnaires sont des lignes 
fluides. 
De plus Tequation : 

do _ Q 

Ao 5o OS 

en verlu des Equations de continuil6, se transforme; car 
en designant par d-c le volume transform^ du volume pri- 
mitif da db dc : 



CORPS D^FORMABLES. 243 



p rfr = po da db dc 



^'^ = r\ k \ da db dc = A rfa dbdc 
1) [a, b, c) 



on a d'ailleurs : 



oA = 



?o 



On aura done — ;r- = t" 

pO 0^0 po^ 



soienl, d'ailleurs, o<i et Bdo les sections droiles d'un m6me 
lube lourbillonnaire envisage a deux epoques, on aura : 

COOaO? «_ pO OdO 0<To 

r6galil6 obtenue s'ecrira done : 

Q Ba =: Qo o<To 

Cest la conservation de I'intensite tourbillonnaire dans le 
temps. 



— Chaque equation Transforma- 

tions deWeber 
(£x dx _ rfU_' et de Clebsch. 

^ di^ da ~ da 

pent s'ecrire 

d rdx dx , dif dy dz dzl d • r „ r * 

t: I -r- -r + -; -r + t: 7- — T" (U + 1 ) ou I on fait 
dt Ld/ da ^ dl da dt da J da"" ' ' 



-mha-(:m 
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Done en posanl : 



y-U' +T;d/ = S 



et inlegpant en supposant toujours {a = x^, 6 = yo, c 
on aura : 



— ^) 



I 



dm 



da 



dz 



dx , du , dz 



rfS 
(/a 



(/^ 



db 



dx . dt/ , dz 
dc ' at' ' dc 



rfS 



= w'o 4- 



c/c 



u = 



V .= 



tt' = 



dx 
di 

dj 
di 

dz 
dt 



pA = 



po- 



Ces 6quatioiis d6monlrent encore une fois le theoreme 
de Lagrange. 

Voici pour le cas d'un fluide icompressible une nouvelle 
Iransformation de Clebsch. 

D'apres un th6orenie demonlr6 dans la cinematique des 
diformationrs on pourra poser : 

Mo oa -}- Va U -f- Wo Be =r S^o + '«o O'j^o 

les equations de Weber donnent alors 

tiZx -j-vZy + woz z= 8 (S -[- (po) + mo B-fo 

Nous savioDS deja que nous pouvions avoir identique- 
ment 

udx 4" vdy -\~ wdz -- oo + md^ 

Mais nous avons ici quclque chose de plus : w et ^ 
peuvcnt 6tre supposes independanls de /, seule la fonctioa 
& = S4-(po peut renfermer t. 
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mo et ^« sont d'ailleurs, nous le savons, deux inU'gra 
surfaces lo'urbillonnaires; en ecrivant que m et -^ 
deus surfaces fluldes, uous aurons done : 



' -S+» 



v—. 

Ill , di I ilj. , di „ 






ces Equations jointes k I'equalion du second ordre en <p, » 

di( d« rfio __ - 
rfi + i/y + tL-^^ 

sont les Equations de Glebsch aux trois fonclious iocoi 
<f. »>, 4'- 
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Propri6t6s dynamiques des tourbillons. 



Rappel de formules connues de Green. 

Si a:, y, :; designent les coordonnees carl6siennes rec- 
tangles d'un point d^un volume D, rintegration geom6lrique 
par parties nous a donne entre les deux integrales 
de volume (etendues au domaine D), 





— dr / V ^ di 
dx I dx 



et Tintegrale de surface (etendue a la surface limite du 
domaine D) : 

UV cos («, x) rfw 



(n dcsignant la direction de la normale, dirigee vers Tex- 
terieur) la relation suivante d6ja utilis6e dans la demons- 
tration d'un theoreme de Stokes : 



dr r3 - / V ^ dx + / UV cos («, a?)da) 
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Ces formules supposcDt I'exislence des i 
de U et de V et la coiitinuil6 de U el V, 

On peut 6videmmeDt les 6lendre au 
U et V discontinues le long de cerlaines s 
dans le domaine D, il suffit alors d'envisa 
de cette surface et d'ajouler a I'inl^gral 
relative k la limite du corps, I'inlfigrale 
relative aux surfaces de disconlinuilcs de 
des foDClioQS V el U. Nous desjgnons pU 
par », le sens int&iew de la normale, cot 
lier de la furmule pr^c^dcnle nous auron 



^ dx 

exige la coiitinuil6 de V et des d6riv6es c 
ordres. 

On deduit aisemenl de la la formule Gi 

T/'rfU dV rfU dV dU rfV\ _ f 
j \4xdx'^dy dy'^dzdz) J 



ou aU a la definition : 

^ dx'^ df ^ dz' 

II peut arriver que la fonction V loul e 
vces unirormcs ne soil pas uiiiformc ellc- 

Considerons, par example, un domaine 
tore et uu fluide en circulation dans c< 
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d'ailleurs qu'il exisle une fonclion des vitesses, cetle fonc- 
tion peut ne pas 6lre uniforme. 

La circulation kudx -{-vdy-^ wdz) nulle pour loute courbe 

ferm6e, situ6e dans une portion assez reduite du tore, peut 
ne plus 6tre nulle par une courbe entourant le tore; mais 
que Ton trace une coupure Iransversale dans le lore et que 
Ton s'astreigne a ne jamais la traverser, la fonclion 

xy z 

Y =l{udx + vdy-{-wd2) devient une fonclion continue dans 

X, y. s, 

la r6gion connexe arlificiellemenl oblenue par la coupure, 
mais sur les deux faces de la coupure la fonclion V a deux 
valeurs dont la difference est conslanle, soient nj n, les deux 
normales a la coupure, inlerieures a chacune des regions 
consid6r6e8, soil Vj la valeur de V au bord int6rieur 1 et 
Vj la valeur de V au bord int6rieur 2. 
Soil V, — Vi = K, Tequalion de Green devra s'ecrire 




rfUdv rfudv (fudvx __ r.. ... , AdU 



:n:d<^+^ I -j^d 



M 



et comprend une inlegrale de surface relative a la coupure. 



cas particuiier Si ou fait U = V, la formulc de Green devient 

de la formulo 



de Green. 



<o) - fm+o'+ m -= 



(UAU)dT-f / U^rf 




(b) 



et elle a une consequence analytique interessante qui 
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Irouve son applicalion dans bien des questions de Physique 
mathcmalique. 

Si on considere 2 fonclioas U, el Uj satisfaisanl Tune et 
I'autre a I'equalion de Laplace 

AU, =0 

.„ n (lans l« domaiue D 

AUj = U 



et si de plus ces fonctions prennent des valeurs 6gales sup ' 
la surface Hmite de ce doraaiue D, on peul ftlre sur que 
ces fonctions coincident, non seulement sur la fronliere 
de D, mais encore en lous ies poinls silil6s 4 I'inl^rieur de D. 

En effet, la fonction m = U, — U, satisfait a r6quation 
A(u =0 et Ton a sur la surface w = 0. 

Done, d'apres la forraule de Green, on aurait : 



done dans toul le domaine D 



on aura : 



dx dy dz 



m serait done constaul en D el nul comme a la fronliere. 
La recherche d'une fonclion U satisfaisanl k I'equation 
de Liplace, (on la dit harmoniqne) , a I'interieur de D el 
prenanl des valeurs donn6es a I'avance (U) sur la fronliere 
de D consUlue le fameux probleme de Dirichlet dont nous 
avons d6ja parie plus haul. 
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Autre formuie D6signons par x'y'z' les coordonn6es d'un point P 

acluellement dcnne, a rinterieur de D, mais non sur la 
surface fronliere. 
Soil : 

fonclion de x^ y, z, doat Vinverse salisfail, comme on sail, 
a r^quation de Laplace. On a : 

]x z= x' 

1 ) 

A „' = sauf au point ( y = i/ ' 



R 



Z z= Z' 



Enlourons le point P d'une surface sph6rique s concen- 
trique et de rayon e destin6 a tendre vers z6ro, soil V une 
fonclion conlinue k Tint^rieur de D. 

Appliquons le th6orfeme de Green a tout le volume de D, 
qui est ext^rieur a la surface s, on aura : 

UVAdT+ I U^rfu)=: I VAUdT+ I v~rfo> 

Nous faisons U = j^ et nous avons deux surfaces d'inlegra- 
tions : la surface limile de D et la surface de la {sphere; n, 
d6signe sur celle-ci le prolongement d'un rayon de la sphere. 

I/inl6grale /vAWr est identiquement nulle et 




dU_rfR__^ 
dm "" dr "" R^ 



Le second nombre a done pour limile — 47rV', Y designaut 
la valeur de la fonclion V en D ; 



r"" 



cones D^FORHABLES. 

d*ou celle formule : 






les int6grales de surface se rapporlent k la seule 
limite du corps, la sphfere auxiliaire ayant disparu 
tement da r^sultat. 



Stokes a d^couverl que Ton peut exprimer trois ft 
quelconques », v, w, de x, y, z, sous la forme 

~ d^"^ iz dx 
df , d\ dX 
ax ' ax fly 

les trois fonclions X, Y, Z salisfaisant i ridenlitS : 



^f + ^ + ^-o 

it + i/j + lij — "■ 



R6crivons la formule de Green en nommant x' y 
point g6n6rateur des champs d'inlfigralion, et x, 
coordoQn^es de P, on a : 
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posons comme dans la cinematique des d6formations 

dx ~^ dy '^ dz 

dw dv du dw dv dii 

^^^ dy ~~ dz' ^ dz dx' " '^ dx'~ dy 

on peul ^crire idenliquement : 

"~ rfor^ "■ \dvdx "^ dzdx) 



dx dod^ ^ \dydx 



* "" rfo? ~" \dydx ' dzdx} "^ rfi/' 









d- d- 

or observons que -r-!\ = — — ii 

da? da? 



/^. J.*' =/i---/-^.- =4/?-+/#- 



ou d'apres une formule d^ja utilis^e : 






Les Irois parlies de Tint^grale 



-p-dT' 



C0BP8 DtFOSUABLU. 

SO transformeront de mftme et Ton aura 

introduisons alors les fonctions suivani 
du point M : 

-;;/■'-■"■ = *" 

^/^■■^■^^^ 

ij %"'^ 



on aura : 
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Pour transformer la valeur de a rappelons la fora\ule de 
Hankel : 

-^W " dp) ^^^c*' J'^^ 'sp - d^j ^«^('*' *) + J ''^' 

Le premier membre etant mil si la surface d^nlegralion 
est ferm6c ct simpiement connexe. Si la surface n'enfer- 
mait pas un domaine simpiement connexe on rendrait tel 
celui-ci par des coiipures. 

A' B' C 

Remplagons dans celle idenlil6 P' Q' R' par -yr, yr-, rr- 

on aura : 

= dl / TT t'^' ""' ('*' ') - ^' '"' ^'*' y^] 



+ 7^ / ^[C'cos(n',x)-A'cos(n'..)] 



-^ 



/do)' r T 

-j^ [A' COS [n' y) — B' cos [n' x]] 



faisons dans cette identil6 B' = t^', C' = — v', A' = 0. 

Le premier membre de Tidentite acluelle coincide au 
signe pris avec le second lerme de 47ca; celui-ci peut done 
s'6crire : 
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ou encore en nommant V, la eomposanle de la vite 
suivant la normale k (/«>' dirigee vers rint^rieur 

D'aulre part le premier lerme de 4-Ka. pent s'6crire : 

/. '' R J , "1 /•'«', , , , d /■'<-■. . . , 



on aura done 
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)rs : 

X=jj / |^i»'coj(»'s]->''ms("-)x 



"^S; + lis " da, 



-"■- <(.- -f" 


to 




di 


formules dc Stokes 


oil 1 


on 


a fail : 


? = 1'. 


+ * 






x = x. 


+ X, 






v = v. 


+ V, 






z=z. 


+z. 






fier ridenlile 








Ux^ dy  


"Z_ 








CORPS d£pormables. 



=h/¥-+k/[»—»* 



posons d'autre part : 

/ 

I 11 = 



- i.J U 

V— L f'CiL. 
''J " 



<iV dVI 1 f 
dz dv "<« / •! 


,4,., 


, 1 


^J 




»s(.r= 


)~i 


■J 


1 /"to'*,,' 


»s(n'. 


'1-^i 


^. 


on aura done ainsi : 








X = 


•is 






Y = 


<1\V 


dz 




Z = 


'dp 


" do; 
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forme d'oii r6sulle immedialement Tidenlite : 

dx'^ dy'^ dz'" 

Remarque. — On sait qu'un potentiel n de volume satis- 
fait dans I'int^rieur du volume D attirant a la relation de 
Poisson 

P 6lant la density au point j: y js de la mati^re attirante. 
On deduit des valeurs de U, V, W 

AV = t; 

AW = w 

et par cons6quent 

/dy__cW\ dAy_^dW_dt5_dtt;__^^ 
^ \dz " dy J" dz dy " dz dy '^ '^ 

on obtienl ainsi les relations : 

AX + 2/) = 

AY -f- 2g =: 
AZ -f- 2r = 



Des valeurs : 



_d2 dZ^dY 
~^ dx'^ dy dz 

^_d^ d\ dZ 
^ dy'^ dz dx 

_ do d\ dX 
~ dz dx dy 



CORPS d£fohuables. 



ay ax ~ az \_iix '^ ay'^ dzj 
et par consequent : 



4X + 2p = 
AY + 29 = 
AZ-f-2r=0 

du dv dw 



i?=e 



Si on rapproclie ces formules des formules 
voil qu'il n'exisle qu'iine disLribuUondes viles 
connait les distribulions de 0, p, q et r, et I 
normale ^ la surface limite du vecteur (X, Y, 

— Nous supposerons que le d^bit superfu 
Lea intfigrales de surface peuvent fltre n^ 
les expressions pr^c^denles. 

— S'il n'y a. pas de parois k distance finic 
3> = o et comme i^ = o on aura partoul <}. = o 
done en ce cas : 







dX 


a 


"-JJ- 


ta 




-it 



L C *L 
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done 



-^')-r'(.v-y')] 






Chaque 616menl de volume oii il y a lourbillon transmet 
done a una parlicule 6loign6e une vitesse 61emenlaire sui- 
vant la mfime loi que eelle qui regit la foree transmise par 
un 616ment de couranl 61eelrique k un pOle d'aimant. 



Mouv nient Supposons uu mouvement parallele au plan des a:, y. 

plan 
d'ua li(iiiide. 



to = 


du 
dz 


dv 
dz 





on a f) = 0, 7 = 0, 


X = o 










Y-o 


/ 


"» 




« 


^ 2s 


/ 


r'dr' 
11 







Supposons le liquide eompris enlre les plans z = — L ct 
J = -f L, on trouvera : 
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et en negligeant Rj devant L on pourra prendre : 

Z=^ / / r'(LogL — LogR,)rfa;'rf[/' 



et par suite : 



ay '^ / I "* 



chaque 6lement dx' dy' produit sur le point P une vilesse 
infiniment petite tangentielle = - '^ - ^ 

D'apres les Ih^orfemes d'Helmholtz. si le fluide est incom- ^ *'"" """" 

veniBiit per- 

pressible r ne varie pas avec le temps; en variables de manent 

J dr 

Lagrange — = o 

en variables d'Euler : 



dr , dr 
d^ dy 



ou 



dFdv ^**'l I d Fdv duT} __ 
doi\jix "" ^2/ J c^l/ L^o? "^ dyj """ ^ 

rfAZrfZ^dAZdZ _ 
dx dy dy dx 
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ou AZ z= F (Z). D'ailleurs Z = C« est Ffequation des trajec- 
loires. 

Tourbiiion Prenons pour origine le centre du pied de Taxe du lour- 

Uquide circu- j^jjj^^^^ ^^ ^^^^ ^ y^^^^^ . 
laire unique 

et pemanent. 1° ^ l'int6neur du cercle pour R. < a 

AZ' + 2r' = (r' = w = constanlc) 

2o A l'ext6rieur aZ" = o 

3" La vilesse est perpendiculaire au rayon R„ cela exige 

que Z' et Z" ne dependent que de R,. 

Soit 

Z' = V'(R,) 

Z"=V"(Ri) 
on aura par Temploi des coordonn^es polaires : 

rfR?+R;dn;+^" = '' 

dR,' + R, dR, " 

Z'=V= = — o)!j+CLogR, + D pourR, <a 

Z" = V"= ALogRi + B pourRi>a 

On prendra G = 0, sans quoi Z' serait infini k Torigine. 
D'ailleurs pour R=a 



I {d[\J - 

1 n — n 



(OOL 



\dVvJ "~ a 



Hi 

la continuity des vitesses exige que A = — wo*. 



CORPS ii£formabies. 

Les vilesses tangenlielles sont alors, 
dans te noyau : 

.oil, (H, < a,) 

hors le noyau : 

Les vortex simullanes devront se defon 
Mais n'^ludions leur action que sur 

a grandc distance par rapport a leurs 
On pourra prendre en appelant r^ la i 

du milieu a un vortex num6rot6 ; 

Z = - i s m, Log f 

d'oii 

dx i ^ (y - 

dl Ti ' ' r 

dy \ „ x — i 

fiquatioQ valable pour le pied de chaq 
mant le terme d'apparence critique. 

_ rfX,- _ _ 1 ^, Vi ~ Vj 

_ rfl/i _ 1 Xi — Xi 
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Les 2 n Equations pr6c6dentes admellent 4 n inlegrales; 
en voici d'evidenles : 

dXi ^ ^ ^y r. 

le centre de gravity des pieds des tubes est immobile; 



done 

^tn.i (x? + yl)^ = constante. 

Ce resullat, oil I'origine est quelconque, contient les pr6- 
c6denls. On pent deduire de ces int^grales pr6cedenles une 
nouvelle forme. On a 

S, 2, m, m, (^-—J -Jt + -77 (V' - yj) -it = 

qu'on pent encore ecrire en prenant comme indice le couple 
(V) : 



= 





jji — dj^) \ 


\^dt dt J^^ 


Vi — U]. 


\dt dt) 


^{t] fff-i f'*j 




f .2 






ou encore 











^iij) wii Wj Log Vi rj =. Constante 

Nous n'approfondirons pas davantage les propri6les 
des vorlex, renvoyanl le lecleur curieux aux lecons de 
M. Poincare sur les tourbillons. 



TROISIEME PART 



NOTIONS G^NERALES SOR LES PRO! 
DU CONSTRUCTEUR 
HYPOTHESES SUPPLImENTAIRES DE LA 
DE LA Rl^SISTANCE DES MATERIA 



I 

DonnSes exp^rimentales et Hypotheses suppUi 

— La Ihdorie de Telasticite qui a 6t6 esquis 
deuxieme parlie de eel ouvrage est la base d 
Ihfiories imporlanles de Physique malh(5maliqut 

On peut aussi essayer de la prendre comir 
d6parl d'une theorie de la r^sistaoce des maleri 

Je ne suivrai pas cctte marclu*, dilTicile el ni 

Uans ce qui suit, nous n'empruuleroQS k h 
rdasticil6 que la notion des prcssions int^ricur 




K' •  






it 
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d6fiiiirons plus loin les pieces que Ton considere dans la 
lh6orie de la resistance des mat6riaux, et les hypotheses 
siraplifianles adoptees sur leurs deformations 61astiques. 

Coefficient Lorsqu'une tige de longueur I, de section droite A est j 

soumise a une tension totale ou pression totale /, elle 
s'allonge ou se raccourcit d'une quantity X ; lorsque le 
rapport y ne d6passe pas une certaine limite, et si Ton 
supprime la force /, la tige reprend progressivement son 
ancienne dimension. 

Lorsque le rapport y depasse une certaine limite, la 
deformation est a peu pros permanente, et en realitc un 
nouveau corps a etc forme ; on dit alors que la limite 
d'elasticit6 du premier corps a et6 d^passee. 

Lorsque la limite d'6lasticit6 du corps n'a pas 6t6 atteinle, 
la loi du phenomfene de Tallongement 6Iastique est sensible- 
ment exprimee par la formule 

dans laquelle E d6signe une conslante nomm^e coefficient 

d'elaslicite, la quantit6 j est la tension ou pression par 

unit6 de surface support6e par chaque section de la tige, 
lorsque celle-ci n'est soumise qu'a la force /. 

Charge Lorsquc le rapport ^ atteint progressivement une certaine 

de rupture. 

yaleur p, la limite d'^lasticite est d'abord d6passee, puis la 
rupture se produit sous la charge p qui porte le nom de 
charge ou module de rupture. 



z\ 
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Pour determiner les dimensions des pieces , on pent 
exiger qu*en aucun point de la piece, la pression ou tension 
par unite de surface ne d6passe une certaine fraction empi- 

rique - de la charge de rupture p. 

La fraction - Mongtemps prise voisine de ^) est le coef- 
ficient de s6curit6. 

Getle maniere d'op6rer suppose que la matifere n'est Loi de WiiUier. 
soumise qu'a des eflforts constants; or rexp6rience montre 
qu'^une m6me charge repetee p' < p, pent produire, si on 
la repete suffisamment, la rupture du corps lorsque p' est 
compris entre p* et p 

Pi < p' < P 

lorsque p' < pi la rupture, meme par r6p6tition de la charge 
p' , ne se produit plus. 

Celte liraite pi est relative k la r6p6tition d'efforts 61as- 
tiques de mfime sens. Lorsque les efforts 6Iastiques renou- 
Yeles varient de sens, la valeur de la charge de rujpture par 
rep6tition s'abaisse encore de pi a pa et Texperience indique 
par exemple pour le fer 

p2 < 0,5. pi 

pi et pj sent les modules d'61asticit6. 

Voici quelques nombres obtenus par Wohler et que 
j'emprunte au bel ouvrage de M. Maurice L6vy' et qui sont 
relatifs k un essieu en fer : 

1. La Statique graphiqtte appliquie aux constructions. 
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Valeur de la tension maxima Nombre de repetitions de la 

par millimetre carrd d*une charge qui ont amen^ la 

charge r^peiee. rupture. 

45 kilogr 170.000 

35 — 450.000 

30 — 860.000 

25 - i.500.000 

148 millions d'epreuves 
n*ont pas produit la 
rupture. 

II r6sulte des ex[)6riences de Wohler que Ton peut dis- 
tinguer Irois modules de s6curit6 th6orique, lorsque les 
charges temporaires agissent avec les charges permanentes. 

1° Lorsqu'une piece est soumise a des efforts constants 
le module de security ili^orique p est d6fini par cette con- 
dition que des tensions 6lastiques egales ap— 6(£>o)ne 
ne delermineni jamais la rupture de la pi^ce, tandis que 
des tensions elasliques p + e determinent cette rupture 
imm6diatement. 

2° Si les formes 61astiques noes de surcharges temporaires 
sont loutes de m6me sens, on appellera avec M. Maurice 
Levy /max et fnun 1^ plus graude et la plus petite des valeurs 
absolues de ces forces elasliques rapport6es a runil6 de 
surface. 

3° Si les forces 6lasliqucs n6es de surcharges acciden- 
telles peuvent changer de sens on designera par /i„at le 
maximum en valeur absolue de la plus grande des deux 
especes de forces et par <p,„a,, le maximum en valeur absolue 
de Tautre. Dans chacun des deux derniers cas, on adoptera 
pour modules de security th6orique un effort 61aslique R| 
pour le second cas^ R2 pour le troisieme cas tels que : 
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les hypotheses 




/"max > Rl 


dans le second cas 


/max > "i 


dans le troisi^me cas 



enlrainent la rupture apres r6p6lition suffisanle des sur- 
charges et que les hypotheses correspondantes 

/"max < Ri — e 

6 > 
/"max < Rj — « 

permettant, sans rupture, la repetition ind6(inie des sur- 
charges. 

Launhardt a propose, pour le cas ou les forces ^lastiques Loi do 
d6velopp6es ne changent pas de sens, la formule empirique : ^^"***'^*- 

Ri = pt + (p-p07^ 

/mafr 

cette formule coincide avec la definition de p et p, 
lorsque /„,», = /„,i„ et lorsque fmin = o 
elle est d'accord avec les recherches de Wohler pour les 
cas interm6diaires. 

Pour le cas ou il se produit des forces 61astiques de i-oido 
sens variable, Weyrauch a propose la formule empirique : ^y^^^^ • 

R2 = pi — (pi — P2) p^ 



max 



qui est identiquement satisfaitc pour cpma* = et pour 
fmax = <pmffT ct qui parait d'acco'rd aussi avec les experiences 
de Wohler pour les cas intermddiaires.. 




Module de s&- 
curite pratique. 
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LES TROIS MODULES D*£lAST1GIT1. 



- designanl une fraction, choisie de sentiment, on pose 



n n 



et R'l et R'a se nommenl charges de s6curile. 



Modules de gi ^^ q.^, q.^ sonl les modules de ruplure et les modules 

cisaillement ©t ,, , . . 

de torsion. ^ 6lasticit6 relatifs a la torsion ou au cisaillement les expe- 
riences de Wohler, comme les theories de Navier, indiquent 
que I'on pent poser : 



4 



^* — 5 P* ^* — 5 P* 



d'oii on d^duira les coefficients de s6curite theorique et 
pratique par les formules correspondantes de Launhardt 
et de Weyrauch. 

Ces formules sont utiles pour le calcul des dimensions 
des pieces. Mais nous devons aborder la definition de celles-ci, 
et Texamen des hypotheses siraplifianles de la th6orie de 
la Resistance des materiaux. 



Definition 
des pieces. 



Nous considererons une pifece engendrfie par une aire 
plane A dontle centre de gravit6 G decrit une courbe plane L 
constamment normale a Taire; les dimensions de la section 
seront suppos6es petites non seulement par rapport k la 
longueur de L, mais encore par rapport aux divers rayons 
de courbure de Tare L. La courbe L porte le nom de fibre 
moyenne, lorsque Tespace ainsi engendre par Taire A est 
suppose rempli d'une matiere homogfene et 61astique. 
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II arrivera quelquefois que Taire mobile A varie lentement, 
la variation de ses dimensions reslant petite par rapport 
k Tare d6crit sur la lignc moyenne qui demeure le lieu des 
centres de gravity de Taire A. 

Le corps de la pi^ce pent n*6tre pas completement homo- 
gene, mais sa densit6 et ses propriet6s 61astiques devront se 
dislribuer sym6triquement par rapport au plan de la courbe 
L; lorsqu'il en est ainsi, celte courbe L n'est plus d6finie 
comme le lieu du centre de gravity de Taire geom6trique 
A, mais bien comme le lieu du centre de gravite d'une aire 
Active non homog^ne, dont la density superficielle serait 
en chaque point proportionnelle k la valour en ce point du 
coefficient d'6lasticite (dans le sens des fibres normales au 
plan A). 

Nous aurons k consid6rer par la suile I'ensemble des 
sections A comprises entre une section terminale Ao et une 
section Ai et les forces appliqu6es aux diflferenls points de 
cette partie de la piece; ces forces comprenant d'ailleurs 
les forces dtrectement connues et aussi les r6aclions, gen6ra- 
lement inconnues, des appuis ; 
si loute cette partie de la piece 
6tait suppos6e rigidifi6e, on 
pourrait composer ces forces, 
suivant la m6thode de Poin- 
sot : 1® en une force R pas- ^o 
sant par le centre de gravite Gt, de la section A, et en 
couple Mj. Gomme nous ne consid6rons que des forces 
sym6triques par rapport au plan de la courbe L, la r6sul- 
lante R se decomposera en une force Ni normale au plan 
de Taire A el en une force Ti silu6e dans ce plan et dirig6e 
suivant la normale a la courbe L. 

18 
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Relalivement aux signes de Mj, N,, Ti on fait les conven- 
tions suivantes : on prend comme direction positive de N 
la tangenle en G, a la courbe L, dirigee dans le sens Gi^: 
des arcs croissants an dela de A, lorsque la courbe es 1 
parcourue de Ao a A^, on complete avec une direction Giy 
de la normale et une direction G^z perpendicalaire au pl<a : 
de Z im Iriedre Gjo:, Giy, GiZ^ de coordonn6es, superposable 
sur un triedre fixe choisi une fois pour loutes. 

Le moment Mj est > o s'il tend k faire tourner en rap- 
prochant dans un simple quadrant GiX de G,y, 

De m6me Ni et Tj porteront leurs signes. 

Ml se nomme le moment de flexion. 

Ni porte le nom de compression de la fibre moyenne. 

Ri se nomme Xeffort iranchant. 

Nous d6signerons les quantitcs analogues relatives au 
point G par M, N, T, sans indice. 

Hypotheses Qn regardc les pieces comme scmi-elasliques et semi- 

nouvelles. . . , . • . ^ . , . . . t i 

rigides; les sections A sent regardees comme rigidesy les 
fibres primilivement normalesaux sections A sont regard6es 
comme elastiqiies. 

La rigidite des sections A permet de composer on de 
reduire conformement aux regies de la stalique des corps 
rigides toutes les forces dont les points d'application veri- 
tables sont situes en une mfime section. 

Dans la plupart des cas on admet que les sections A 
restent normales a la fibre neulre, ceLte hypothese revient 
a ncgliger Tinfluence de I'efFort tranchant, ce qui revient 
a admetlre une rigidite de glissement. 

Dans celte maniere de voir les sections sont cens6cs 
supporlees par rcnsemble des fibres normales paralleles 
k la fibre ncutre. 
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E^s efforts ^lasliqucs exerc^s sur la aeclion A' par la 
partie aot^rieitre de la piece agissanl sur la parlie poste- 
rieure formenl un sysleme de forces defini par las qiiaa- 
litcs M',N', T' relalives a cetle section; le couple M' leud, 
nous I'admetlons, a flechir los libres, la force N' tend & 
les comprimer; quaiil 4 la force T' I'liypolhese pr^cedente 
revient a la rcgarder comme impuissante & produire des 
deplaceraenls ^lastiques apprficiables. 

Quelquefois on abandonne I'hypolliese de la conservation 
de rorUiogonalit6 des sections sur la fibre neutreel on lient 
complederefforttranchant d'une maniere qui sera indiqu6e 
un peuplus loin, et qui, on le verra, est assez arbilraire. 

Gonsiderons la piece en sa position primitive iictive, alors Forces ftia»ti- 

qu'aucune force, pas m6me la pesanleur, n'affit sur elle. i"** at i* or- 

El soienl A et A' deux sections infinimenl voisines de uques corros- 

la piece dont les centres de gravilc soiit sopartSs par Tare poodiotesdana 

ds dc la fibre neutre. d'unr''«il'Z. 

Gonsiderons la portion du corps ongendre par I'^l^inent 

rfui de 'la section A, venu dans la gt5n6ration de la pifece 

occuper un 616menl egal da>' de la section A'; vu les faibles 

dimensions transverses de la pifece vis-4-vis de la courbure 

de L on peut supposer que les deux elements rfu>, dto' sont 

distants de </s, apres deformation I'^icment d'arc ds s'est 

accru de — ods par la compression. La pression par unit4 de 

surface, h, sera done en admelianigue la fibre consider^e tra- 

vaille comme si elle elail settle 

n E-j- 
di 

rei^ment c/w Iransmettra done de la partie aulerieure 

k la partie post^rieure du corps la force ^laslique 

niia 

normalement k la section. 
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Si w est la distance de relemcnl rfw a une droite passant 

par G et perpendiculaire au plan du tableau (distance 

— » 

compile positive dans le sens Oy) Ic moment de celle 

force 6laslique sera 

— ndio.u 



On aura done 



r 



fU) 



(1) 



. = J. 



ces inlegrales de surface etant prises dans toule TelendueS 
de la section A. 

Pour calculer ces int^grales, il nous faut evaluer ^ds qui 
est une fonction lin6aire de ti; en effet la section A' tourne 
par rapport a la section A et si on appelle w la quaulite 
dont elle tourne dans le sens positif des moments, on aura 
pour le raccourcissenient ^ds 

(2) Zds = (Sd«)o + cott 

{^ds)o designanl le raccourcissement de la fibre moyenne. 

Zds 
Remplacons ;* par sa valeur E -^ et zds par sa valeur (2), 

les relations (1) dcviendrout 



M^ = [lds]o I Edw + oj 





c f 

Mds =p — [ods)o I EMdoD — (0 I Ea*da) 
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Or que E soil variable ou non, posons: 






et observons que par la definition de la fibre moyenne et 
par une proprj^ie bien connue du centre de gravity on a : 



f 



Nous aurons done : 

Si E est constant dans chaque section S donl le moment 
d'inertie g6om6trique est I on aura 



et les formules (3) sc rcJuiscut a cellcs-ci : 



1 ,~ , Nrf« 



Uds 



on en deduit pour la compression n d'une fibre generate qui 
s'est raccourcic de 



278 FIBRE NEUTRE ET CENTRE DES PRESSIONS. 

ds 



ou en ayant 6gard aux formules (4) 

n=Efg7 — p-J dans le cas g6n6ral 
n = ^ — p dans le cas de E constant dans loules 

les sections. 



Fibre neutre La formula 

et centre 
des pressions. (o rf^) = (o ds) + coW 

et les formules (4) montre qu'autour des points pour les- 
quels 

_ (q ds)o _ NI 
""" (o "MS 

les fibres n'eprouvont ni allongement, ni raccourcissement, 
ce sont les fibres neuires; la fibre neutre principale est 
dans le plan de la courbe L. 

Ces points peuvent d'ailleurs 6lre fictifs et hors de la piece. 

Le tlieoreme des moments permet de rechercher la r6- 
sultante des compressions elastiqucs de la section A. 

On trouve ainsi que ce centre est dans le plan de la 
courbe L a une distance t*' de G egale a 
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la comparaison des valours de ii et u' montre que 



P est Ic rayon de gyration de la seclion relalivement 
axe pcrpcndiculaire au plan de syiuelrie et passant | 



Nous supposoDS encore esscntiellement que I'on r( 
comme exacle la conservation de I'orthogODalite de Ii 
moyenne aux sections. 



Consid6rons deux sections infmiment voisines A 
normalcs eu G el G' i la coiirbe moyenne. 
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Le deplacement de la section A' par rapport a la seel ion A, 
pent se r^soudre en une translation G'^' = od8o et en une 
rotation w autour de y par Icsquelles A' vient en A'^ puis 
en -A"'. 

Soient C, C" el y les points ou les traces sur le plan de L 
des sections A', A", A"' coupent la trace do la section A. 

En consid6rant les quatre angles y, y', C", C, dont les deux 
derniers sont 6gaux, on a 



Y — C' zr (u 



c'est-a-dire en faisant 

ds — {ods)o ds _ 

et par consequent en vertu des formules (4) 



(«) K'-s)-h-r, 



p \ JCiO/ p 

formule applicable aiix ressorls. 
cas dune En CO cas ^''=0, N = la formule (o) se rdduit alors a 

pout re droite 
et de charges 

(6) 



normales k la /ft\ ! = «.-- 

poutre. ^ ^ p EI 



dans le cas de tres pelites deformations on remplacera la 
formule connue Je la courburc 
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la formnle (6) devienl alors 

(7) ^ = 



^_ M 
EI 



celle formule sert quclquefois de point de depart a la tb^orie 
des poulres droiles. 

Nous voulons determiner, je suppose, les deplacemenls DWermination 
du point G, de coordonn^es absolties a;, y, rclativcment au jep[ju.^jnts 
point Go du depart. alastiques 

Aceteffet : .u=t dittfanw 

poults da U 
On composera entre elles les translations dues au rac- ttn moyeana 

courcissement des fibres en chacune des portions infiniment 

petitea rfs de Tare G, G„ correspondant aux diff6reDts points 

(^. y). 

Si «, et Vo sont les projections du d^plaeement arbitraire 
du point G„. 

Nous aurons par les formules 4 et pour les projections 
du d^placement du point G, resultant des translations : 



G 
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L'cffet dA aux rotations succcssivcs se calcule loul aussi 
aiscmenl : la petite rotation w de la seclion deG [xy) par rap- 
port a la section voisine ant6rieure distante de ds produit 
sur le point 61(0:4 y,) un d6placemeut donl les projections 
des axes OX, OY, fixes, seronl : 

— w (1/1 — 2/ et + (I) (xi — x) 

d'ail lours 

1 M . 

CO = — ds 

EI 

faisons la somme de tous ces deplacements composants infi- 
niment pelits, nous obtiendrons pour les projections «, v, du 
deplacement r6srullant de G, en nommant w© la rolation 
arbitraire autour de Go [Xo y^ 

U = «,-a>o(2/,-I/o)+ / M(y^^y) rf^- j ^dx 

Si 

I M(.ri — x), . .. . , 
V = Vo + (Do [Xi — Xo)— I £| —  «« "~ / ES 

So 

D'ailleurs Tangle resultant Q dont a tourn6 la section Gi 
est : 

Sl 




J 



El 
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Nous admellrons que le glissement y de la seclion A' 
par rapporl k la seclion A qui sur la fibre moyenne en est 
dislanle de ds est li6 a Teffort tranchanl T par la forraule 



Glitsement 

da k I'effort 

tranchant. 



1 T 



i N 



Y = -g g rf« formule analogue a {ods)^ = — ^ g- (te 
le coefficient g pour les corps usil6s dans les constructions 

A 

est pris egal k s. 

Si on tient compte du glissement y, dirig6 suivant la 
normale et si on le projetle suivant les axes absolus ox, oy 
on aura pour ses projections respectives : 



^ ds 



dx 



el les formules precedemment obtenues (8) seront 

Si 



So 



071 



Vi 



-/e-s^-/ 



yES 



dy 



(9) 



%Vo 



Vo 



Si 



<* = Wo + Wo {Xi 



/ M [Xj — x) 
El 



ds 



So 



Vi Xi 

dy + I Tiio dx 
yo Xo 



yi ^i 
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Importance de Soienl P, et P^ les coQjposanles parallfeles aux axes fixes 

sance de la ^® I'une quelconque des forces agissant sur la section A, 

distribution au point (a, p) de celte section, 

des vaieurs j^^ signc s s*6tendant a toutes les sections ant6rieures 

du moment 

de flexion. ^ ^^i section consid^rce A, et a toutes les forces de chacuae 
Th^orfeme ge- de CCS sections, on aura, par definition au moment de 

flexion, de Tcffort Iranchant Ti et de la compression N't 



sur Gi : 






Mais on a evidemmenf, en difl'erenliant 






et par consequent : 



/|Ax 1 ^ "" flf[/i dsi "" dxi dsi 

T — — — ^ — — — 
* (iy, dSi dXi ds. 



d'ou ce theoreme : 

La distribution du moment de flexion sur la fibre moyenne 
fait connaitre par de simples differentiations I' effort tranchant 
et la compression. 
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Le raomcnl de flexion est loujours une fonction continue, 
alors mfime que des forces finies agiraient en des poiuls 
isoles de la pifece, mais Ni ci Tj peuvenl varier brusquement 
lorsque la section A, vieut a passer par le poiat d'applica- 
lion eflFeclif d'une force isol6e. 



Remarque. 



Posons 






y 



Transformation 

des 

formales 9. 



Ics formules pr6c6dcnlos devicndront 

T — Y ^^» J V ^^» 



celles-ci permellcnl de transformer les formules 9, car on 
peut ecrire, par les formules prccedcnles : 

= \as + Idy 



on aurait de m6me 



My ^\ds — Idjo 



on peut alors 6crire les formules (9) sous la forme : 



I 
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^1 



l/i 



t/j = 1/^-0)0 (2/1- 






So 



8, 



Vi 



S\ 



St 



Xt 



(11) »i=^+wo(rri-a7o)- 






T 






Pour une pouire droile horizonlale, soumise a des charges 
verlicales N = 0; prenons la fibre moyeiine primilive de 
la pouire comme axe des x on aura, si ron Ji^glige Ceffort 
tranchant devant le moment de flexion, en faisiint f/o = o 



M, = 



Xi 



V. = CO, (a:, - :Co) - / *Li£LIl£) 



dx 



Xo 



ou 



Xr 



Vi = o>o (Xi — Xo) 4" 



Mx^ 
E[^ 



^0 



Mx 



/Md 



X, 



Xi 



Supprimant les accents nous ponrrons 6crire pour Vy de 
la fibre deform^e : 



k . « k 



»• _ _ k 
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X X 

0-^)+ I El ''^ - * / 1 



Ed difTerenliaDt on aura : 



X 



si on Tail t- =ig%= ei qu'on remplace a par tg % 



En differenliant unc seconde fois on aura : 



dx' ~~ EI 
c'esl la formule d^ji indiquee. 



II 



Digression sur la statique graphique. 
Gas d'un syst6me plan. 



Representation 

des forces 

d*un plan. 



On repr^senle les forces d'un plan par deux figures distinc- 
les. Une premi^^re figure indique le point d'applicalion de 
chaque force el la droile indefinie suivanl laquelle elle agit 
ou sa ligne d'action (quelquefois on indique le sens) ; les 
forces sont representees par des chiffres ou numeros. 

Une seconde figure indiqqe les grandeurs des forces 
port6es bout a bout et parallelement a leurs direclions; 
c'est le polygene des forces; les forces sont numerotees 
avec les mfimes chiffres. Exemple pour quatre forces. 
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Dans I'ensemble des deux figures ci-jointes, les lignes 
d'action des forces onl 6l6 num^rot^es en chiffres romains 
et les grandeurs des forces en chiffres arabes cones- 
pondants. Nous adopterons cetle convention. 

Soil ((igure pi^cedente) un point arbilraiie, menons 
du point des rayons vccleurs abouti&sanl aux extremities 
a et £ du polygone des forces el a ses difTerents sommets; 
chaque sommet sera design^ par i'ensemble des deux 
cbiffres qui d^signent les cOles qui le delerminent; les 
diff^rents sommets du polygone sout ainsi : 

1.2, 
2.3, 
3.4, 

Nous designerons par les mfimes groupes de chiffres les 
rayons correspondanis, traces en pointing sur la figure du 
polygone des forces. Suit A un point quelconque du plan. 

Menons la tigiie Al parallele a Oa; par te point oil elle 
coupe la iigne d'action I, menons une parallele au ratjon 
1. 2. el prolongeons-la jusqu'au point ou elle coupe la 
Iigne d'action II; par le point obtenu, menons un^ parallele 
au rayon 2. 3 et arr6tons-la au point ou elle coupe la Iigne 
d'action ill; par le nouveau point, menons uue parallele 
au rayon 3. 4; el enfin par le nouveau point obtenu, 
menons une parallele IV B au rayon 04. 

Le contour A, I, II, III, IV, B ainsi obtenu se nomme 
un polygone fiiniculaire du sysleme dc forces consider^. 

est le pOle de ce polygone, les rayons vecteurs traces 
de sent les rayons polaires. 
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Lorsqne Ics forces doniie( s sont loulcs paralleled, lous los 
cotes du polygone dcs forces sont diriges suivant une 
m6me droile, la distance de a cotle droile porte alors 
le nom de dibtance polaire. 

Lorsque le point ne sera sur la direction d'aucun des 
c6les du polygone des forces, prolong^ indefiniraent, le 
polygene funiculaire exislera effocliveinent quel que soit le 
point de depart A. 

Remarque. ^^ gygj^me plan de forces appliqu6es k un corps rigide 
est toujours r6ductible a deux forces a^^ant : 1® pour lignes 
d 'action, les deux cot^s extremes de I'un quelconque des 
polygenes funiculaires; 2® pour grandeurs les deux rayons 
polaires extremes, ces rayons 6tant parcourus on allant de 
I'origine aux extr6miles du polygene des forces. 

En effet, chaque force pent 61 re supposce appliquee au 
point de sa ligne d'aclion qui est au sommet du polygene 
funiculaire, et Ik pout fitre dccompos^e en deux, i'une 
ayant pour ligne d^aclion le cOl6 snivant du polygene funi- 
culaire, Taulre dirigee suivant le cflle precedent de ce 
polygene. 

L(s forces dirigees suivant les c6l6s fermes du polygene 
funiculaire ferment dcs pain s de forces en equilibre et il 
ne rcste que les forces ayant pour lignes d'aclion les cOtrs 
ouverts du polygene funiculaire A I et BIV dont les gran- 
deurs sont, d'apres la composition des forces concourantes 

Oa et 05; 

Si le corps consid(^'re n'est pas rigide le sysl^me de 
forces donne est equivalent aux deux mfimes forces plus 
des paires de forces egales et contraires non appliqu6es 
au n:6me alome, et ayant pour lignes d'action soil les cdles 






> 

* < 
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du polygene funiculaire, soil les lignes d'aclion des forces 
primitivemenl donuces. 

Pour qu*un sysleme plan de forces appliqu6 k un corps 
rigide soil en 6quilibre il faul et il sufiit que le polygone 
des forces se ferme et quiin des polygenes funiculaires se 
ferme. 

Avguel cos tous les polygenes funiculaires se fermeront, 
Ge thdoreme est une consequence immediate de la 
rcmarque pr6c6dente. 



Th6or6m6. 





*•**-, 



;:v--.*-o 



En consid^ranl Irois forces I, II, III se faisant c^quilibre 
en A, Iracons le polygone funiculaire BCD correspondant 
a un p61e 0, el considerons le Iriaiigle des forces 1, 2, 3. 

On formera ainsi deux figures ABCD et 0, 1-2, 2-3, 3-1, 
chacune formee de G lignes joignant 4 points el jouissant 
des propri6l6s suivanles : 

A chaque segment de Tune r6pond dans Tautre un 
segment parallfele correspondant; mais a trois segments de 
Tune formant triangle on point correspondent dans 1 autre 
un gioupe de trois segments formant pointy ou tinangle. 



Corollaire 
geoiuetrique. 
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Thterime. 



Pour qu'un syst^me plan de forces appliqu6 a un corps 
rigide admette une r6sultanle il faut et il suffit que le 
polygene de ces forces ne se ferme pas. 

En ce cas la r6sultante est leur somme gdom6lrique et 
sa ligne d'action passe par le point d^interseclion des deux 
c6l6s extrdmes d'un quelconque de leurs polygenes funi- 
culaires. 

Ge th6orfeme se d6duil imm^diatement du lh6orerae pre- 
cedent. II fournit la construction graphique de la r6sultante 
d*un syslfeme plan. 



Coroll&ire 
important. 



Le point de rencontre de deux cflt6s quelconques d'un 
polygene funiculaire est un point de la resullante partielle 
des forces comprises entre ces c6tes. 



Theor^me. 



Pour qu'un systeme plan de forces appliqu6 a un corps 
rigide se r6duise a un couple il faut et il suffit que le 
polygene des forces se fermanl, un polygene funiculaire 
reste ouvert, auquel cas lous les polygenes funiculaires 
restent ouverts. 



QUELQUES PROBLEMES 



Probleme L — Etant donn6 un systeme plan de forces 
trouver deux forces les ^quilibrant, sachant que les lignes 
d'action denudes de ces deux forces sont parallfeles a la 
resullante. 



Msmuci MS ,„u„, 



M- 



.' / 1 \ 
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QUCLQUCS PROBLfeMES. 



Soient I, II, III, IV les lignes d'aclion des forces donn^cs 
el V el VI les lignes d'aclion des composanles paralleles 
k la direclion ab de la resullanle (donn6e par Ic polygene 
des forces). 

Soil un p61e arbilraire, tracons un polygonc fiinicu- 
laire des qnalre forces donn^es, arrfilons ses c6l6s exlrfimes 
en A, V et VI, B sur les lignes V el VI donnees et par le 
poinl 0, menons une parallele Oil a la droile qui joint les 
points (A, V) et (VI, B). all et Ili sont les grandeurs 
cherch6es des composanles. 

La position de la r6sultante est d'aillours connue, car 
elle doil passer par le point de concours <o des cflles 
extremes du polygene funiculaire primilif. 

On pent aussi determiner la ligne d'action de la r6sul- 
tante par la solution du probleme suivant : 



Probleme 11. — D^te^miner la resullanle de deux forces 

paralleles. 

Porlons sur les lignes d'aclion des 
composanles deux segments qui re- 
jj presenlent leurs intensil6s en ordre 
crois(f; designons Vorigine de chaque 
segment a Cextrdmitc de Tautre; les 
deux droiles ainsi oblenues se cou- 
pent en un point a qui appartient A 
la r6sultante. 

Cela resulte imm6diatement do la 
thdorie des forces paralleles ou de la 



^^ ^ 



^w 



th(5orie des moments. 



Probleme III. — Decomposer une force en deux aufrcs 
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paralleles k la firemiere et ayd,al dcs ligncs d'aclion 
donnees. 

C'esl un cas parliculior du problerac I, niais on peul 
rallacher sa soluliou a cclle du problcme H et oblenir le 
lrac6 sQivant : 

Soit ill la ligtio d'action de la force donnce et soient 
I et II Ics tignes d'aclion des compc- 
santes clicrchecs, porlons sur I'une 
de ces deux liynes, par exeniple i 
sur II, Ic segment M„ M, qui rcpr(5- 
senle I'intcnsile do III. 

Joignons ces points a un point Nj 
arbitiaire sur I, joignons N^ M^ ei ^» 
N, M„ et par le point ou cette 
derniere droile rencontre III, me- 
nons unc parallole it Nj Mj, celle-ci coupe II en un point M,. 

M„Mi sera la grandeur dc la composante a^-anl I pour 
ligne d'action eL M, M; sera la composante a^anl II pour 
ligne d'action. 

\" ruopRifiTg : 

Lorsquc varie le pflle du polygoue Tunlculaire d'un sjs- 
leme plan de forces donni5es, le lieu dos points de rencontre ' 
de deux cfiles quelconques dc ce polygone decril une droile i 
paraliclo a la rcsullanle des forces coinpriiies entre ces ' 
cijLes. 

2- I'ROP.llETe : 

Si deux sysleincs plans dc forces S el S' sonl 6 juivalonls 
et si, relativement a un niCme pOle, a un ni6ine point de 
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PROPRIET^S DES POLYGONES FUNICULAIRES. 



depart du polygene des forces, et k un mfime point de 
depart des polygenes funiculaires, on conslruit les poly- 
genes des forces P et P' relatifs, respectivement, auxdeux 
syslemes S et S', leurs deux c6l6s extremes co'incideront 
rcspeclivement. 
Gomme consequence, on a la remarque suivante : 
Le pOle d'un polygene funiculaire dont les c6t^s 
extremes passent par deux points fixes et dont les poly- 
genes des forces ont m6me origine, est le m6nie pour le 
systeme plan de forces S et pour tons les syslemes Equi- 
valents. 

3° Propriete : 

Le lieu des pOles des polygenes funiculaires, dont deux 
c6les sent assujellis k passer chacun par un point fixe, est 
une droile parallele a celle qui joint les deux points fixes. 

Pour d^montrer cette proposition, observons qu'on peul, 
sauf a reduire le sysleme de forces donn6es a un nombre 
moindre, toujours supposer que les cOlEs assujettis a passer 
chacun par un point fixe soient les cOl6s extrfimes. 

Supposons d'abord que le sysleme plan de forces consi- 
derees adraelle une resullanle R et soient A et B les points 
fixes silu6s chacun sur un des c6l63 extremes 



a 



B 
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la r^sullanle R est d'ailleurs donn6e sur le polygene des 
forces par le segment ab et sa ligne d'aclion pent 6tre 
fournie par la construction d'un polygene funiculaire. 

Decomposons la force R en deux forces Fi et Fg paralleles 
a sa propre direction et passant par les points donu^s 
A et B. 

Soient al et lb les segments repr6sentatifs des intensit6s 
de Fi et F„ le point I partage la droite ab dans un rapport 
donne (rapport inverse des distances de B et de A i la 
ligne d^aclion de R), le syslfeme S est Equivalent au systeme 
(Fi, Fa); il suffit done, d'apr^s la pr6c6dente remarque, de 
determiner le lieu des pOles des polygenes funiculaires P 
relatifs au systeme (Fi, F,) et assujettis aux conditions 
impos6es. 

Mais, d'apres la definition des polygenes funiculaires, le 
cOte AB sera le c6te ferme de tons ces polygenes funicu- 
laires P. 

D'ailleurs 01 est parallfele a AB. 

Le point ne pent done que decrire la droite 10 paral- 
lele a AB men6e par I. 

Si le systeme se r6duit a un couple, on voit de suite que 
Ton pent supposer que les deux forces du couple passent 
par A et B et la demonstration pr6c6dente ne sera pas 
modifiee. 

k"" PROPRlfiTfi : 

Si en censidfere les c6t6s correspendants de deux poly- 
genes funiculaires relatifs a une mfime origine du polygene 
des forces d'un mfime systeme de forces, ces cOt6s se 
coupenl sur une m6me droite parallele a celle qui joint les 
pOles des deux polygenes. 
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CAS DES FORCES PAR ALLELES. 
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D'apres la 3° propri6le, il sufiil de demonlrer que Tinier- 
section P de deux cdl6s correspondanls apparlient a la 
droite AB qui joint les points de rencontre A el B exlrfimes 
correspondants. 

Or, soient el 0' les deux pOles des polygones funicu- 
laires. 

D'apres le th(^or^me pr^c6dent 

00' est parallele a AC comme a AB, 
done les trois points A, B, C sonl en ligne droite. 



Gorollaires. 



Propria t6s 
mdtriques d^^s 

polygones 

funiculaires 

d*un systeme 

plan de forces 

parall^les. 



De celle derniere propriety, on dediiit les consequences 
suivanles : 

1* Lorsque deux cOles d un po'ygone funiculaire, rolalifs 
k une m6mc origine du polygone des forces, pivotrnt 
autour de deux points fixes, tout aulrc cOle pivote aulour 
d'un point fixe silu6 sur la droite qui joint les deux pre- 
miers points fixes el le lieu des pOles est une parallele 
i cettc mfime droite; 

2** Lorsque le p6le d'un polygone funiculaire relalif a une 
mCme origine du polygone des forces d6crit une droite D 
el qu'im cOte de ce polygone pivole aulour d'un point 
fixe P, tons les autres cOles pivolenl aulour de points 
fixes situcs sur une parallele a B nienee par P. 

Si Ton decompose un systeme plan de forces paralleles 
a D en deux forces paralieles a D el ayaut des ligues 
d'aclions donn6es, les grandeurs des composanles peuvent 
6lre obtenues par Temploi d'un polygone funiculaire, mais 
elles demeurent fixes a Tegard de celuici. 

Cettc remarque conduit a des cons^ijuences interessanles 
pour les polygones funiculaires dc forces paralieles. 
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300 CAS DES FORCES PARALL£lES. 

Soieni les forces parallfeles (I, II, III, IV; 1, 2, 3, 4). 

Tra§ons le polygene funiculaire A, I, II, III, IV, B. 

Les points A et B apparlenant k deux droiles fixes 
parall51es aux forces d6terminent une corde AB; consid6- 
rons une droite fixe LL parallMe aux forces donn6es, celte 
droite ne pent rencontrer 6videmment le polygone funi- 
culaire qu'en deux points a' et b\ 

Menons 01 parallele a AB qui coupe en I la droite des forces. 

Si on complete les forces donn6es par les forces AI, la, appli- 
qu6es sur les lignes d'action VI el V, on a un systeme en 
6quilibre. 

Prolongeons le cot6 II, III du polygone funiculaire jusqu'a 
sa rencontre en C avec la corde de AB. 

Le point G appartiendra k la r^sultante R des forces 
(I, 1; II, 2; V, la); or, la grandeur et la position de cette 
resultante ne dependent pas du polygone funiculaire choisi; 
la force R et la distance du point G k a'b/ sont done Tune 
et Tautre invariables. 

Or, le triangle G a' A' et le triangle de sommets 0; 2, 3; 
I, qui ont leurs cOtes paralleles, sont semblables; on aura 
done, en d6signant par h la dis*ance de G k ab et par/? la 
distance de a aft, 



'Lf 



a'b 



(2,3),I p 

done 

fl'6'X]^-[(2.3),I] yik 



Or la resultante parlielle R, mesur6e par la distance 1,(2.3) 
est ind6pendante du polygone funiculaire. Le produit 
a'b' X p est done constant. 
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De cetle propri6t6 r6sulle un moyen simple de rattacher 
les traces de deux polygones funiculaires. 



Toutes les propriet6s precedentes subsistent 6videmment 
pour une succession continue de forces, les polygones des 
forces et les polygones funiculaires deviennent alors des 
courbes et il n'y a qu'un changement insignifiant et Evi- 
dent k faire dans les 6nonces qui precedent. Les c6l6s du 
polygene funiculaire deviennent les tangentes k la courbe 
funiculaire. 

Aux points correspondants de la courbe funiculaire et de 
la courbe des forces, la tangenle a la courbe funiculaire 
est parall^le au rayon polaire de la courbe des forces. 



Courbes 
fkinicttlaires. 



Soient MM' et fiji' deux arcs correspondants d'une courbe 
funiculaire C, et d'une courbe des forces r d^finies pour un 
syst^me plan continu de forces ; si w est le p5le, le rayon 
vecteur wjjl est parallele k la tangente en M a G, wja' est 
parallele a la tangente i C en M ' ; soient a:, y les coordoa- 

n6es du point M, 5, >i les coordonn6es 
^>^ V du point |A., dx, dy, dl, dti leurs varia- 
'• '-^ ^ tions correspondantes ; soient enfin R 
et R + rfR les rayons vecteurs w|jt, wp.' 





Equation 

diffSftrentieUo 

des 

courbes 
funiculaires 

planes. 



"'-* 



et a Tangle que <^\^ fait avec Taxe des x dans le sens positif 
des rotations. 



.^: 



PC-,-''.t 
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COVRBES FUMCULAIRE8. 



f\ : 



'.ft- , . 



'V'''' t. 



r-f- . 






y 



En projelant siir djaciin des axes le contour ferm6 w p. ^jl' co. 



on a : 



— d;Rcosa) + d$=:0 

- rf,R?ina) + rfr, = 

(jl(jl' repr^^enle la sonime geomelrique des forces elcmcn- 
taires intermediaires cjue nous pcuvons reproscnier pat* Fds 

ds = arc MM' 

las projections de cette force seront Xds, Yds. 

di = \ds 
dyi=zYds 

d'ailleurs a cause du parallelitme de R et de la tangenle 
en M i G 



done : 



cosa = 



(»£)_ 



dx 



ds 



= X 



Sin a = j2 
ds 



ds 



= Y 



deux Equations diff6renlielles mais renfermant R. 

Si on projetle le conlour wjjlijl' sur la tangente et la nor- 
male a la courbe funiculaire, on aurait eu, en d6signant 
par 6 Tangle des langenles exti6mcs, ctpar v la projection 
de \k sur wfi 

R — (R + rfR)cosO + viJL = — (R + rfR)sinO + vui' = 



ou, puisque est infiniment petit 

— rfR + v|i.=0 

— RO + v[x' = 
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Soicnl F/ls el F„rf.v les projections de la fofce el6mealaive 
sur la langerile et la normale orienl6e, on aura 

vjx = F, ds 
vul' = Frt rf* 



6 1 

ou,cn observant que -r est la courbure - de la courbe funi- 
culaire en M 

1^ = ^^ 
Adoptons coranae axe des y la direction commune dcs ^as des forces 

^ p&raUcles. 

forces 

X = Y:=F 



la premiere des 6- [nations s^integre et donne 

R J- = Ro z= constanle 
on tire de la t = j^ 

as ax 



et la seconde des equations dififerentielles devient 



Kd^ 



dy 

dx 



z=F 



si on se donne la force P rapportce k Telement de lon- 
gueur normal 

Fdt= Vdx 



304 GOURBES FUNICULAIRES. 



et par suile Ton aura 






Ro^. = P 



Bo est la distance polaire des polygenes funiculaires. 

Remarque. — Les courbes funiculaires coincident avec 
les formes d'6quilibre des fils flexibles. 

On remarquera la proposition suivante : 

Tout polygone circonscrit k une courbe funicalaire est 
un polygone funiculaire d'un nombre fini de forces, 
celles-ci sont les r6sultantes partielles des forces qui agissent 
entre les points de contact successifs de la courbe et du 
polygone. 



Ill 



Th6orie des poutres droites. 



On sait qii'un couple agissant sup un corps rigide est 
delermin6 par la seule direction de son axe. 

De la resulte immedialement que le moment de flexion 
en un point Gi de la fibre moyenne d'une pifece est 6gal 
au moment de flexion en un point anl6rieur G augment^ 
du moment de flexion pour Gi provenant des forces exer- 
cees sur les sections inter- 
mediaires de la pifece et 
des moments par rapport a 
G| de la compression et xic 
TeSbrt tranchant relalifs 
a G. Q 

o 

De la resulte que le mo- 
ment de flexion Mi en Gj est h une fonclion lineaire prfes 
des coordonn6es de G* la somme des moments par rapport 
k Gi des forces exercees sur les seel ions comprises enlre 
G el Gi. 



Th^ordmes 
gdn^raox. 




G 






■*• X 



Pour une poulre droite a plusieurs appuis on appliquera 
la susdite remarque t une trav^e. 



306 REMARQUES SUR LES MOMENTS DE FLEXION. 

Le moment de la compression est toujours nul. 
Le moment de flexion en G, sera alors une expression 
de la forme 

Ml = mi — Ta: + {JL 

nil d6signant le moment relatif aux sections intermediaires 
enlre 6 et Gi; G est fixe, Gi est variable, T et fi sont deux 
conslantes. 

Une poulre a n trav^es introduit ainsi 2 n constantes. 

Dans loute portion de la poulre oii il n'y a aucune 
charge le moment de flexion est repr6sent6 par Tordonn^e 
d'une droite. 

Si une trav6e ou portion de trav6e supporte une charge 
verticale (normale a la poutre horizontale) constante et 
egale k p par unit6 de longueur, le moment de flexion est 
rordonn6e d'une parabole k axe vertical dont le parametre 

est 

P 

La forme de cette parabole est independante de toutes 
autres conditions de la poutre, celles-ci n'interviennent 
que sur la position de la parabole; en effet, le moment de 
flexion des charges situ6es entre Gj et un point G de la 
portion consideree de la travee est 



2 



mi = — 



on aura done 



Mi = -£|-'-Ti?i + }x 



formule qui justifie la proposition 6nonc6e. 
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— Enfin on remarqiiera que d*apres iin th6oreme plus 
general 6tabli plus haul on a 



II resulte des remarques pr6cedenles que le moment de 
flexion dans une trav6e, est a une fonction lin6aire pr5s de 
I'abcisse x, le m6me que si la trav^e soumise aux mfimes 
charges 6tait s6par6e du resle de la poutre et posee sur 
appuis simples. 

Les reactions sont ici perpendiculaires k la poutre et elles Cas dune pou- 
tre (Iroite A 
deux appuis 
simples sou- 
mise a des 
charj^es nor- 
males. 



sont d6terminees par la statique du corps rigide. 

Comptons les ab- 
cisses X k parlir de 
Tappui de gauche 
de la poulre hori- 
zonlale et conside- 
rons le cas d*une 
charge verlicale 
unique P appliquee 
en G, point d'al)- 
cisse a, soit / la 
longueur AB de la 
poutre , les reac- 
tions des appuis 
A et B sont : 



R* 



B 









G 


• — '-^ftpm. 


A 
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A 
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1 
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B 


1 


^ p 


' F 
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n 
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R = P 



I — 
I 



R' = P 
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308 POUTRE DROITE SUR DEUX APPUIS SIMPLES. 

Si le point G d'abcisSe x est enlre A el C, le momenl de 
flexion en ce point sera : 

si le point G est enlre G et B on aura : 

HL = R'(/ — ir) = Pa^-^; (a?>a) 

S'il y a plusieurs charges : 

Pi Pa... P, P. + i P„ 

d'abcisses : 

ai, a^..., a,-, a/^i... a„ ; 

Supposons que Ton ail : 
on aura 

Sj, d63ignant la somme relative aux forces i gauche de 6, 
S^ designant une somme relative aux forces k droite de G. 
On pent d'ailleurs 6crire : 

S'il y avail une force fniie au point G, son momenl nul 
pout Clre compris dans Tunc ou Tautre dcs deux sommes. 
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Soil s UQO somme s'etendant k toute la Irav^e, on pourr 
6crire : 



ji = S, Px + X (Sj P — * SP(t) 



d'oii pour I'effort Iranchant T : 

Si on a £ur toute la poutre une presaion iiniformc pE 
unite de surface, les fornmlcs precfidentes deviendroot 



I 1 



pV-.) i. 



»= / pill. +i( / j«f. — , / piJ.) 

X 

I I 

■t' = j / fxdy.- j pdr 



Si la charge est uniforme, on a : 

f = 1 1 (I - ») 



I' (» -i) 




Hepr^sen- 
tation 
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Lo calcul serail lout aussi facile si la charge uniforme 
ne r^gnait que sur une partie de la poulre. 

Dans une poutre horizonlale posee sur deux appuis 
graphiqae simples et soumise a des charges Yerticales quelconques, 
des moments de le moment de flexion est egal an produit de la distance 

polaire d'un polygone funiculaire quelconque relatif a ces 
charges par Tordonn^e que cette section determine dans 
le polygone dont les c6t6s extremes sont arr6t6s par les 
verlicales des appuis et qui est ferm6 par la corde corres- 
pondante : 

Soit la poulre horizonlale AB soumise aux quatre charges 
I, 11^ III, IV dont les inlensitcs sont marquees sur la ligne 
des forces en 1, 2, 3, 4. 

Soit le pOle et soit trace. le polygone funiculaire V, 
r, ir, Iir, IV, Vr; menons la corde V vr, la parallele 
01 a cette corde determine comme on Ta vu les intensites 
la et bl des reactions V et VI. 

Gherchons le moment de flexion en G ; menons la verti- 
cale en ce point qui coupe le polygone funiculaire ferme 
en b' et a'. 

La resultante S des forces I et V passe au point G, ou le 
c6te r, ir du polygone funiculaire coupe V'^ VI'; cette 
force est d'ailleurs mesuree par le segment 

I» (i, 2) de Techelle des forces. 

Le moment de flexion est le produit de S par la distance 
du point G a la droile a' b' \ or on a vu, plus haul, que 
ce produit est encore egal au produit de a'A' par la distance 
polaire /?, c'est-a-dire, par la distance de a la droile 6a. 
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312 DROITK JFONDAMENTALE d'cNE TRAV£e. 

L'effort Iranchant en G est pr6cis6meDt la force R 
mesuree corame on vient de le voir par le segment. 

1,(1,2). 

— Une poulre est dite encaslr^e k uue exlr6mile, si 
la scclion en celle exiremile est mainlenue lixe. 

— Gonsiderons une poulre a appuis quelconques el porlant 
des charges verlicalcs quelconques, on va voir que si on 
trace un poly gone funicniairc rclatif aux chcu^ges verticales 
donndcs qui agissent dans une travee el une certaine droite 
D dans le plan, le moment de flexion M en un point G quel- 
conque de la Iravee sera 6gal au produit de Tordonnee de 
G comprise enlre la droile D el le polygone fuuiculaire, 
xnultipliSe par la distance polaire de ce polygone. 

En offel, soil M le moment de flexion en G, et a le 
moment de flexion qui exislerait en ce point si la travee 
AB etait isol6e el posee sur appuis simples en ses exlre- 
mil6s. 

M = }x + Aa: + B A et B 6lant des constantes. 

Si on prend comme variable Tabcisse \ compile sur la 
corde de fermctuie correspondant aux appuis simples de 
la poulre Active; soil z Tordonnce compile a parlir de celle 
droile jusqu'au polygone fuuiculaire ,on a, comme on vient 
de le voir 

|X in zp 

}i\=zzp +A'? + R' 



-H*F^ + S 
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Or la parenthese est la portion d*orJonn6e comprise 
enlre le polygone et la droite qui a pour Equation : 

_ _ a; J. _ IT 

Enfin si on rapproche la remarque qui pr6cede d une 
propri6l6 des polygones funiculaires d'un systeme de 
forces parall61es, on voit que si par les appuis quelconques 
d'une poutre a plusieurs lrav6es on mene des ordonnees 
cgales au quotient du moment de flexion sur cet appui 
par unc longueur p, puis si par les exlremites des ordon- 
nees relalives aux deux appuis conseculifs on fait pas^r 
un polygone funiculaire de distance polaire ;?, relatif aux 
charges de cette travee, pour chaque point de la poutre 
le produit de la distance polaire par Tordonn^e correspon- 
dante du polygone representera le moment de flexion. 

Soit* AB'= / une trav6e d'une poutre h. section constante sur lempioi de 

, . . , certaines 

a plusieurs appms quelconques. ^^^^ ^^,^^^3 

Soit M le moment de flexion en un point de AB, envisa- etsurieur 
geons des forces ficlives appliquees aux divers 616ments composition 

rr ^ graphique. 

dx de AB, forces 6gales a Udx descendantes ou ascen- 
dantes suivant le signe de M. 

Soil A'' B" la droite convenablement choisie qui sert de 
base a la mesure des ordonnees ab arr6l6es au polygone 
funiculaire et qui repr6sentent le moment de flexion M au 
point G de la poutre situee sur cette m6me' ordonnee; 

si p est la distance polaire, cette ordonnee est -, 

M P 

le produit — dx repr6senle done Taire inliniment petite 

aa' bb' ; or, si on arr6te les ordonnees a la corde A' B' du 

1. Voir la figure, page suivaute. 
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EMPLOI OE FORGES FIGTIVES. 



polygone funiculaire celte aire est la difif^rence des aires 
a^a\bb' et a^a\aa\ 

Ainsi la force ficlive - <tc est la resultante de deux aulres 
forces fictives : 

1"* L'une descendante, 6gale a Taire ao^'o**' et qui ne 
depend que des bharges connues de la trav^e ; 



G G' 



B 



X 




IB* 



i B' 



3** L'aulre repr6sent6e par Taire a^a\ aa' qui depend de 
A^'B''; on Tappelle : la force ascendanle, sauf i changer son 
signe quand elle est negative. 

Les forces descendantes donneront Taire du polygone 
A, I, II, III, IV, B', la force inconnue sera Taire du trapeze 
AA'^BB" 

Repr6sentons I'aire du polygone par un rectangle de 
base arbitraire p fixe et de hauteur tj, tj represenlera la 
force descendante et elle devra 6tre appliqu6e suivant Tor- 
donn^e du centre de gravile deTaire du premier polygone. 
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De m6me si on decompose Taire du trapeze ea deux 
triangles par la diagonale A'B", la force ascendante pourra 
fitre d6compos6e en deux forces appliquees aux tiers 
de la trav6e; si / est la longueur de la poutre, les repre- 
sentations <p et 9' des deux composantes ascendantes 
verifieront les relations •: 



-(p'p = 5B'B" 



I 

2 



et les moments de flexion en A et B seront 

Mb=-p. b"B" 
en sorte que Ton aura 






(p et (p ' sont bien des forces , 



Dans les poutres a section variable, nous aurons k envi- 

sager des forces ~|— qui seraient aussi susceptibles d'une 

composition graphique assez simple, sur laquelle nous 
n'insisterons pas. 

Nous prendrons comme base de la th^orie des poutres 
droites le th6oreme suivant x 

Si aux divers Elements dx de la fibre moyenne primitive TWortme. 
d'une poutre a appuis quelconques, on applique des charges 

fictives ^ descendantes ou ascendantes suivant le sigae 

de M, la fibre moyenne de la poutre deformee coincide avec 
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Vune des cowbes funiculdires relatives h, ces charges, ayant 
une distance polaire 6gale a runil6 de longueur. 

En effet, on a vu que T^quation differentielle de la fibre 
moyenne d6form6e est : 

da?'^ El 



Or, on a vu aussi, que c'esl la re(|uation d'une courbc 

EI 



funiculaire sous les charges elemenlaires -=rpj le rayon 



polaire ^lant pris egal a Tunile. 

POUTUE Ml-APPUYEE, MI-ENCASTRfiE AVEG EXTREMITES 

DE NIVEAU. 

— Le systeme de charges fictives elemenlaires -rq- admet 
une 7'esultante passant par Cextremite non-encastree de la 
poiitre. 

mA a 



^mw^ .-' B 



M 



Telle est la proposition qui resume la th^orie de la 
poulre consid6r6e. Pour la d6montrer, envisagcons la fibre 
moyenne d^formee AMB. 

G'est une courbe funiculaire des charges fictives consi- 
derees, done les langenles extremes se coupent en un point 
de la r6sultante ; mais Tune de ces tangentes est la droite 
AB, done la r6suUante passe par Tappui simple B. 
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!• Th^orie graphique. 

Supposons, pour simpllGer, la seclion et Ttilasticilc cons- 
tante : 

Le moment de flexion est nul en B ; nous Iracons 
un polygons funiculaire des charges donn^es : A,, I, I(, 




III, IV, B,; soit p sa distance polaire; la base des ordonn^es 
destinies k mesurer les moments de flexion sera une droite 
passant par B,; d^signons pour un moment par B„ A, cette 
Lase encore inconnue, nous la d^terminerons par la condi- 
tion que les charges liclives ^l6menlaires —dx aient une 
rcsuUaute passonl par B; mais ces charges fictives peuvent ae 
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r^soudre en une difference de charges dues an moment de 
•flexion des charges donn6es et en une charge ascendanle 
6gale k I'aire inconnue du triangle Bo Ai Ao- 

Cette demifere est inconnue en grandeur, mais elle passe 
par le centre de gravite du triangle Ao A Ai, c^est-^-dire par 
le premier tiers de la poutre, voisin de rencastrement ; 
si R ' est la r6sullante charg^e de signe des forces ficti ves 
consid6r6es, on voit que le probleme revient k trouver 
deux forces ayant des lignes d'aclion donn^es et qui 6qui- 
librent les forces descendantes repr6sentant les aires par- 
tielles du polygene Ao, I, II, III, IV, Bo ; si <f est la force 
ainsi dctermin^e qui repr^senle la poussee ascendanle due 
au triangle Ao Bo A, on aura : 

2 
<pz=gAoAiX/ 

el Ao Ai sera connu. 

On en d6duira la distribution des moments de flexion 
v6ritables, dues aux surcharges et aux reactions. Le point 
H, ou Bo Ai coupe le contour ouvert du polygene funicu- 
laire donne Tordonnee du point d'inflexion de la fibre 
m'oyenne deform6e, puisqu'en ce point le moment de flexion 
veritable sera nul. 

Casparticulierdi^wxit charge unique appliqu6e en Get dont 
Ao Co Bo est un polygene funiculaire : 

La force fictive descendante sera le produit : 

Co Do X a ou Taire du triangle Ao Co Bo, et elle passera 

par le centre de gravit6 Go de ce triangle. 

Pour decomposer la force CoDoX^ en deux, passant 

Tune par g premier tiers de la poutre, voisin de I'encas- 
rement, Tautre par B, prenons BH = Co Do puis menons 
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^H, et par le point y pied de Tordonn^e de Go, du point y 
menons yK parallele a gU jusqu'asa rencontre K avecBH; 
menonsenfin Ao Ai = BK, joignons AjBo je dis que A, B^ 
sera la base de la mesure des moments de flexion veritable. 
Si Go Do mesurait la force en Go k decomposer, BK et 
KH seraienl les valours des composantes appliquees en g 
et B; la composanle en g analogue de la force 



Uq Uo X 5 



serai t 



Ao Ai X ^ 



ce qui repr^sente Taire du triangle AoAjBo. Ainsi est jus- 
tifiee la construction indiquee. 



Gas d'une goit xJ la charge par unil6 de longueur; par le milieu I 
uniforme ^^ ^^ poutrc 61evons-lui une perpendiculaire sur laquelle 
nous porterons une longueur IS qui k r6chelle des forces 
represenlera le quart de la charge tolale de la poutre 

4 



Tracons la parabole de sommet S el passant par les 
extr6mit6s A et B de la poutre. 
EUe sera la courbe funiculaire de la charge uniforme, de 

distance polaire «; prenons sur Tordonn^e du point A 

encastr6 une longueur egale a IS et joignons A, B. 
Getle droile sera la base de la mesure des ordonn^es qui, 
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arr6l6es au polygone funiculaire, repr6senlent les v6ri- 
tables moments de flexion. 




En effet, en prenant le point I comme origine des 
abcisses^ ie moment de flexion de la mfime poulre suppos6e 
portee par appuis simples est 



t^=l(j-^) 



Le moment en I est done 



!SXp= -TT 



8 



done si 



P = cy 1^ - T 



21 



L^"( 



'fif '•. 



[ir^. 



r.'^V 



e 
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udx 



La resullante des forces ' — , c'est-a-dire laire de la 

V 
parabole est 

|/ X IS 



»• 

^A-- 






t*^ 



> ' 



c'esl la force que nous devons 6quilibrer par deux autres 
paralleles, Tune passant au premier tiers g, voisin de 
A sur AB, Taulre passant en B. Soit 9 la composante en g, 
appliquons le th^oreme des moments par rapport a B, on 

devra avoir : 

2 2 / 

<p X 3/ = ^/XCSX 2 



d'ou 



^ = CS X 2 



or, telle est bien I'aire du triangle ABAi. 

Done BAj est bien la base cherch6e. 

2^ Theorie analylique pour la poutre droite mi-appuyee, 
mi-encastr6e. 



B 




P 

n 
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Prenons comme origine rexlr6mit6 non encastr6e de la 
poulre. Le moment de flexion M sera de la forme : 

M = |x + \x + B 



\L designant le moment de flexion sur la poulre portant 
m6mes charges, mais reposant sur appuis simples, on a 
6videmment 



B = 



On a done 



M = jt -f Ax 



On va determiner A en exprimant que les forces (iclives 
^j dx ont une r^sultante passant par Torigine; la somme 

£ii 

des moments de ces forces par rapport a B sera done nulle, 
done 



M 



,,T xdx = 
LI 



c'est-ii-dire 




I xdx + A 




^_- -- .»••♦' 
. .■>?*_■»■"* M^ r- 



i'-.'i 



s 



* 

V , 



iji- 



»4 ' ^  ' 



;< 



1 . / 



r 



f.^' 



r. 



I . 
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d'ou 



POLTRE MI-AP1'UY£E, MI-ENCASTR£e. 



et 




A=: — 



xdx 




x-dx 



M -^ UL X 




I 



D*ailleurs, en designant par a, ai...art les abcisses crois- 
santes des points d'ap|)licalion des charges Pi, P*..., P* 
Isoldes, on a : 

^ 

Si la charge est continue, la charge sur r616ment dn 6lant 
representee par xrfda, on aurait : 




— ot) rfa -)- 




jioLd% 
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Si la poulre est homog^ne et de section conslante, on a : 




[Lxdx 



M=:|Jl- 



— Cas d\me charge tmiforme, — On Irouve : 






T.>.T (/ — X) 







u = ^ m - Ax] 



3 

le point d'inflexion est aux 7 de la fibre moyenne k partir 

du iibre appui. 



La mfime m6thode est encore applicable; le syslfeme des p®^*" 

^]dx encastrde 

charges ficlives -^ admel toujours la fibre moyenne deformee 4 ^e* deux 
comme polygene funiculaire; mais Ics tangenles exlrfimes «''n"<^» 
de ce polygone funiculaire sonl ici coincidcnles, le sysleme sont de niveau 

des charges verticales -^ devra done se r6duire k une 

force horizonlale; celle ci doit done 6lre nuUc, c'cst-a-dire que 
lesysteme des charges fictives consider^ doil 6lre en 6quilibre. 
Si la poutre est hornogene a section conslante, la theorie 
graphique conduira encore k decomposer Taire polygonale 
deji consider6e en deux forces passant par le premier et 
le dernier tiers de la poutre et la determination de ces 
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deux composantes fera conuailre encore la base des 

ordonn6es representatives des v6rilables moments de flexion. 

Le calcul donnera encore une solution tout aussi simple, 

le moment de flexion elant represente comme on le sait par 

M=:|x + Aa: + B 

on determinera les constantes A et B en exprimant T^qui- 

libre des charges Actives -^p. Le theoreme des projections 

et le th6oreme des moments expriment cet 6quilibre par 
les deux equations 



/ fci''-« = o. 




oil / designe la longueur de la poutre. 
Si la poutre est homogene, on ecrira : 





I I I 

/u^vdx . . I iV'dx , ., / xdx ^ 
~+7 ~^ J '' 



si la poutre est de section sym6trique en son milieu, on 
pent prendre ce point pour origine, alors 
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xdx 
I 



= 



i 



et en ce cas : 



I jdx I \kxdx 



B = ^ A = — 



L i 



o 



Si la charge possede la m6me sym^lrie 



+i 




et on aura : 



A=:0, B = — —, 



/t 



Si la section est constante et si Torigine est prise a une 
extr6mit6 de la poutre on a : 



.■■r.-. ,-■ 



!)T^-^..%;'''i 



7v,y!\- ■■- * 












e-^ 






'.<.•■ 






v*^ 






n> 
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/A/ 



-■f B/:^0 



/A/' B/* 



^=W t^G^v 



■/j! 



B = 



12 /^ // x\ 



(/Ik 



d'ou cnfxQ 



M=r 



s^+^i i-(^-^)'^-ilj 1^(5-1)'^ 



Charge tmiforme. — Si xJ est la charge par unil6 de lon- 
gueur on Irouve : 



m=|(t^-*0 



Charges isolees. — On Irouvera sans difficult^ 



X 



I 



I 







-«^2 
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Charges continues. — El pour des charges 61emenlaires 



X I 



M = 



^-5 / XiJarfx + 7 / Ti[l-< 



X 



-\- 



j; /xDafZ-a) (/-2a)rfx-i / c5a (/ - a/ 



Effort tranchant, — Dans le cas g6n6ral de charges iso- 
16es Teffort tranchant T est donn6 par la formule 



dx 



c'est-a-dire 

on trouvc ainsi pour le cas d'une charge isolee 
Si a? < a T =: ^^ — ' ^ 



e 



Qi^\ T l^^M3/ --2x) 



IV 



Th^orie des poutres continues reposant 
sur plusieurs appuis. 



Nous envisageoDS maintenant des poulres qui nalurclle- 
meiit droites sont pos6es sur appuis. 

Gcs appuis sont g6ueralement de niveau, mais par suile 
de tassement des supports ils peuvent cesser de Tfilre; et 
celle denivellation legere est loin d'etre negligeabie, aussi 
son influence 6Iaslique doiUelle filre appreci6e. 

On pourra d'ailleurs toujours supposer que la poulre 
eludiee porle sur des appuis inlerm^diaires simples et que 
Tencastrement, s^il exisle, n'ail lieu que sur les appuis 
extrfimes. La Iheorie acluelle repose sur le th6orcme sui- 
vant ou th6orfeme des trois appuis. 



3^ 




^.T 
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Soient A,_i, A<, A,+i les trois appuis cons6cutifs de deux 
travees de longueurs /, et /,+i, soil toujours M le moment 
de flexion en un point quelconque de la poutre, appliquons 
sur la trav6e It des forces ficlives 616menlaires : 

Mdx 
I El 

el sur la travee /<+i des forces ficlives 6)ementaires : 

Mdx 



li+iEl 

soient G^^i la somme des moments des premieres forces 
j)ar rapport a Tappui A,_ielG,+i la somme des moments du 
second groupe de forces par rapport a Tappui Af+i- 

Soil <*).• Tangle aigu ires petil, positif ou negatif dont il 
faut faire tourner la direction A,_i A, pour I'amener eix 
coincidence avec la direclion Af A,+i on aura : 

— Gi-i + G,+i = (1), 



Theoreme 

des 

trois appuis. 



Soient y,_„ y,, yi^i les ordonnees descendantes des Demonstration, 
appuis. Soil trac6e 

la tangenle a la fibre moyenne deformee sur Tappui 
intermediaire. 

Soil gf Tangle positif ou negatif dont a lourne la sec- 
lion de la fibre moyenne au-dessus de Tappui A,. 

En dosignant par II,^.i II/^i les points des ordon- 
nees des appuis extrfimes qui sont au niveau de Tappui 
moyen on a : 
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OU 







^^^^ 


6,= — 


+ 1 "/+ 1 




• 










— ef 




L 


-»-i A/^1 




Vt 











Or on a vu que la fibre moyenne est dans chaque travee 
une courbe funiculaire de distance polaire 6gale a 1 pour 

le systeme des charges ficlives -p.— r^parlies sur celte 

lrav6e, done d'aprfes une propriety des courbes funiculaires 
le segment hi^x'^i-^x est la representation du moment par 
rapport k A, + i des charges fictives consider6es. 
or on a : 



et par suite 



(1) + e, = G,>, + ^i-^ 



Vi+i—yt 



Ui 



on aurait de m6me sur raulre Iravec : 



(2) + E. ^ G, -f 



Vi - Vi I 



d'ou 



G.^, - G. + ?^Lz:i' 4. l^jrzVi = 



c'est-i-dire en confondant les petits angles et leurs tan- 
genles. 

G.+i -G, ^ o)i C.O.F.D. 



(3) 
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En d6signant par Xy sous le sigae/^les abcisses relatives 

a chaque travee, le d^veloppemenl de Tequatioii prec6denle 
sera : 



+ 1 / EI "^ // "1 C^T"" 




tr6mit6 derive. 



Quelle que soil la maniere d'etre, hors de sa trav6e de Propri^Ws 
rive, d'une pontre encastr6e sur la rive, il exisle sur cette ^"®^*^ ® ® 

riveencastr6e& 

lrav6e un point indcpendanl des charges, dependant de la y^^^^ ^u moins 
seule travee, pour lequel le moment de fle^cion veritable de ses cxtrt- 
coincide avec le moment de la travee consid6ree comme "*^**^ ' ^'"' 
poutre unique encastr6e sur rive et simplement appuy^e 
sur le premier appui intermediaire. 

Pour une travee reguliere et homogfene ce point est 
au premier tiers de la 

travee a partir du point B m 

d'encastrement. T A 

Prenonscommeorigine | 
Tappui simple B. j 

Soient y© et y j les cotes » 
de niveau descendant 

apr^s lassement des appuis B et A; la rotation ei est nulle 
et la secondc equation qui la fournit employee dans Tarlicle 
precedent donne : 



(4) / Y^dx^y.^y. 
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et si les deux appuis sont de niveau 







-^^ dx = 
LI 







Soil jx le moment dc flexion sous les mfimes charges, mais 
sur une pouire simplement appuyee aux exlremiles de la 
Iravee. 

M=r}X + Ax + B 

port ant cette valeur dans (4) 




TTdx + k 



/xrdx . „ / ordx 







Cette Equation lie les deux constanles A et B. 
En tirant B de celte Equation et faisanl : 




dx 



EI 





I 



xdx 
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on aura 






M = a + A 'j:--ir + 




Celle equation fait connaitre M ind^pendamment de A 
au point : x = Uy pour lequel on aura : 




Xdx 

"ET 



Si done on modifie les charges el dimensions des autres 
trav6es, la courbe representative des moments pivotera au- 
tour du point fixe : 

(j? = M, J/=:M„) 

Done, aussi la ligne de fermelure (base des ordonn6es 
representatives des moments) pivotera auss? autour d'un 
point fixe d'abcisse ti, ear si Z est Tordonnee de la ligne 
de fermeture, on a : 



I 
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zxp=:jx-M) 

done 

Zu X p = (a„ — Ma) 

done Z„ est eonslant par rapport aux autres travees. 
Si E et I sont constants 

Reprenons le lh^or5me fondamental en ayant soin d'in- 
troduire pour Tune des deux constanles inconnues relatives 
k chaque trav^e deux quantiles : 

c%et .^/, + „ 

represenlantles moments de flexion en deux points particu- 
liers P„ F/+I sur chaque travee. D6signons toujours par ^ le 



Fi ' Fi  

--* 



i.i 



iMX P\*>» )j \J. 



A 



V A 



A 

\ .1 



moment de flexion qui existerait en un point si la trav^e 

considerco 6lait simplement appuy6e de niveau sur ses ex- 

tr^mites. 
On aura sur chaque trav6e M = |x + Aj; + B« 
Considerons la premiere trav6e : soit M^ le moment de 

flexion sur A^ on aura^ puisque v- est nul aux deux appuis 

Ml = kh + B 



(S) 
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et si f*., d^signe la valeur de [i. en F,, comme p.f+i d^signera 
la valeur analogue de [>• en Fi+i 

on pout tirer de la les valeurs de A el B et les porter dans M ; 
alors en faisant : 

on Iron vera : 

M = (x + M, (iirHi) + i^^LZJi' (/. _ j). pour la trav^e h 

Vi Vi 

On Irouverait de m6me dans la seconde trav6e : 
M - + r-^(w*-»-i — ^) + G^^.-f-i — H^» M)r^-» poiirlalravec/,+i 

Porlons ces deux valeurs de M dans Tequation fonda- 
mentale obtenue precedemmenl, savoir : 



i / Mxrfx i / M(/; + i 

li j El "^/z + i / K 









Le rdsultat de ces subslitulions sera le suivant : 



Mf — p.. / X (li — J ) . cn/,^.1— tx,-^ t / a?(/f^|— 0- 

Vili I EI ^-^"^ w. + i^. + i / EI 



U li-\-\ 

Lr, /, / EI ■<" W.+. /,+. / EI '^^J - " » 



+ M, 





28 
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lormule dans laquelle on a pos6 pour abr6ger : 

ILX 



(6) ' 






J dx 







1 



li^i J EI 



dx 







Toutes ces int^grales d^finies sont calculables quaad oa 
connait les charges, les points P<, P,+i et la nature des 
lrav6es; do plus les coefficients de M., ^, — jx^, ^i^i — H^+i 
ne dependent pas des charges, celles-ci ne figurent que 
dans H. 

— Pour une poutre homog^ne et de section constante 
en faisant H'^ = 6 EI H,- et apr^s avoir remplace «< par It — V|, 
r^qualion g6n6rale deviendra : 

(7) ^ (.%- ^.) + ^gll (^,, ,- j.,,0 

Pour calculer H^' dans ce cas particulier on devra d6ter- 

h 

miner Tint^grale / \ijxdx, et son analogue. 



Supposons d'abord qu'il n'existe qu'une seule charge P 
isolee au point d'abcisse a, on aura, comme on I'a vu 
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P (li - g) 
poor x<oL : fx= ^ . — 'X 



f pour X>OL : pnn: y (/, — a?) 



on trouve ainsi : 




P 



et de m6me : 



[i^ir := ^ (/. + , — a) a (2 /, + , — a) 



ainsi on a dans le cos particnlier considere de plusietirs 
charges Isoldes : 

{8)H'=-j-"x Pa{/,-a)(/, + a)-,— * >i"^V(/,+ . - a)(2/,+i«a) 
**a=o *' + » a = o 

dans le cas de charges continues, il suffit de remplacer les 
sommes finies par des inlegraies et P par xSdd. Si les coef- 
ficients de charges sont constants sur chaque trav^e, et si 
on les d6signe par vii et par vii+i, on aura : 



310 th£or£;me des deux moments. 

TWortme Si dans la relatiou fondamentale on fait 

des 
trois moments. f/i= Ui^i:= li^i 

on a d'ailleurs 

ct la relation (S) devient : 

h ii + i 

. — .t\ .t. 

dx 



/.. I EI ^^-t-/,^,» / EI 



(9) 







+ 



^''L/?J "ET + zTiv / El '^J = "■ 



G'est le lh6oreine des trots moments sur trois appuis con- 
seculifs. 

Dans le cas d'une poulre homogene k section constante 
il devient : 

TWortme Pcut-on 6lablir enire les poinls F,-, Yij^y auxquels se 

general des ^apporte la relation g^nerale (5) uoe dependance telle 
moments, que le tcrme M, disparaisse de cetle Equation? II soffit de 
poser pour cela : 



/ {x — ui)xdx \ I ( 

El * w/ + ,//+i / 









RESISTANCE DES SOLIDES. 



341 



en remplacant lu par A — r, celte relation devienl : 



// 



dx 



+ 



i i {li — ^0 J^ 
Vj] I eT" 





\ 




u 



ilx 



+ 



1 / /,+ 1 — X 



dx 



1 1 

c'est une Equation du premier degr6 en - el - — 

Deux points ainsi associ6s se nomment points correspon- 
dants. 
Pour ces points la relation g6nerale devient : 



/. 



^/+: 



(10) 



c^/i- iJ-i I X [Ij — x] dx cV, +1 — [Xj ^ I / xjlj^ i —x) 
Vih / EI + w, + i/, + i / EI 



dx — H, 



cedent. 



c'est le lh6or5me g6n6ral des deux moments. 

On appelle 1° foyer de gauche^ le point de la premiere Empioi du 
lrav6e de. gauche donl le moment de flexion pent 6tre th^ortme prt- 
d6termin6; 2<> foyer de droite : le point de la travee extreme 
de droite ou le moment de flexion pent 6tre determine. 

Ces points sont les appuis extremes quand il n'y a pas 
d'encastrement, et quand il y a encastrement on a vu 
comment ils sont determines. 

Les foyers determines, on cherche leurs correspondants 
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dans les deux sens et le theoreme des deux moments fera 
alors connaitre, par son emploi dans l§s deux sens, 2 n 
points oil les moments de llexion seront connus. 

La distribution des moments est alors completement 
connue, comme on I'a vu. 

Pour que la m6thode ne soit pas illusoire il faut demon- 
trer que le dernier point correspondant obtenu dans la 
travee extr6me.de droite ne coincide pas avec le premier 
foyer de droite. 

Pour les poutres homogenes a section constante la de- 
monstration est facile, et Ton s'assure alors que si le pre- 
mier point de d6part est dans le premier tiers de la travee 
exlrfime, les points correspondants seront tons dans les 
premiers tiers; comme le foyer de gauche est dans le pre- 
mier tiers de rive de la premiere trav6e, et comme le foyer 
de droite est dans le tiers pres la rive de la derniere travee, 
la remarque precedenle assure le succfes de la metliode 
pour le cas des poutres homogenes k section constante. 

Voici d'ailleurs la jusliQcation de cette remarque dans 
le cas particulier consider^. 

La relation des points correspondants est : 

/.2 l.+ H 

Vi Mz+i 



c'est-a-dire 



li — Ui ?/, + i 



on en deduit : 
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par hypothfese 






et par suite 



h 3 ^ 



done 



done 






0<tt, + , <^ 



Le th6or^me des deux moments fait eonnaitre la distri- 
bution des moments de flexion, et par suite les efforts tran- 
chants par des differentiations. 

II r6sout done eompl^tement le probl^me de la poutre 
continue pour le cas des charges fixes, eas auquel nous 
nous tenons. 

Dans le cas des charges variables de position il y a lieu 
de se demander quelles sont les combinaisons des positions 
des charges qui amfenent sur une section de la poutre les 
maxima du moment de flexion ou de Tefi'ort tranchant, mais 
ici je renvoie le leeteur au bel ouvrage de M. Maurice L6vy 
{La statique graphique appliqtt^e aux constructions). 

Mon seul but, dans ces lemons de m6eanique g6n6rale, 
6tait de donner une place trop souvent oubli6e a la resis- 
tance des solides naturels et de developper les prineipes 
de cette theorie sur des exemples nets. 

On voit d'ailleurs que les resultats obtenus par la theorie, 
int6ressants pour la pratique, mettent aussi en oeuvre des 
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|4^^ methodes g<5ometriques 6l6gaiites et qui meritent d'etre 









connues pour elles-mfemes. 

Pour terminer, j'indiquerai les modes de delerminalion 
des dimensions des pieces. 

i: 

pv Dimension \o Consid6rons d^abord une pi6ce qui est simplement 

^* jg^j. ' tendue ou comprim6e, on a determin6, nous le supposons, 

* d6termination la plus grande et la plus petite tension tolale que les forces 

pr pratique. donn^es et les reactions exerccront sur une section S. 

Si elles sont de mfime signe, d6signons-les par Fmax et 
Fniin ; si elles sont de signes variables soil ?„„ la plus 
grande en valeur absolue, *,nax la plus grande des forces 
de signe contraire. Dans le premier cas, la section S doit 
6tre calculee par la formule 



'> 



\ 



max 



< R ou plus dconomiquemenl par 



S - 

F 

—" = R On trouvera ainsi par la formule de Launhardt : 



S = 



F 

*■ max 



'd'+a-oa 



mais quand il n'y a que tension ou compression 







/ mi:i " mill 
/mux I max 






ct Ton aura : 






(11) 


s- - 


F 

' max 



^i['+(t-Ofe] 



De mfimc dans le cas d'efTorts de sens alterne, on Irou- 
verait par la formule de Weyrauch : 
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('2) S=-. 



max 



Pi fl _ ^l «. £?\ ^'"'^^l 



2® Consid^rons une piece soumise a la flexion simple sans 
extension ni compression de la fibre moyenne. 

Alors, sauf pour de pelits ouvrages, la section S sera 
variable, dislinguons d'ailleurs deux cas. 

Premier cas. — Les moments de flexion ne changenl pas de 
sens avec la disposition des charges variables. Soient Mmai 
et Mmin les valeurs absolues extremes, on aura en designant 
par n I'eloignement de la fibre moyenne de la fibre la plus 
reculee el par I le moment d'inerlie de la section 

. _ MmaxXU 
/max — f 

f. _ M.nftx X U 
/min — 



I 



done ici : ^' = ?4 



mat 



fmin M 



miQ 



On fera /„„ = R, R 6tant la charge de securite pratique, 



d'aprfes la formule de Launhardt. 
C'est-a-dire enfin : 



Second cas. — Les moments de flexions extrfimes sont de 
signes altern6s. 
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Soient M„ax et [Xmax les valeurs absolues extremes de M 
M,„ax designant la plus grande, 

. _ M,„a, X u 

/max — 



4>maT = 



max 



I 

^niax X M 
I 



d'oii encore : 



/max -"Jmax 



La formule de Weyrauch donne alors pour la d^lermi- 
nalion du rapport -; 

3** Considerons une pifece qui travaille k la tension et a 
la flexion. 

On commence par determiner les moments de flexion 
comme si la pifece 6lait de section constante, puis on 
neglige la compression de la fibre moyenne et on deter- 
mine par la m^lhode pr6cedente le rapport -; d'ordinaire 
la valeur de u est pratiquement limitee, on est encore 
maitre, pour faire varier U, de la dimension transverse; on 
v6riQe si - est suffisamment grand. 

Puis si on veut une seconde approximation on op6rera 
ainsi : 

Soient u et «' les 61oigaements a la fibre moyenne des 
fibres exlrfemes. 
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Sous rinfluence de la flexion seule cos fibres 6prouvent 
des tensions 61astiques de signcs contraires de valeurs : 

I ' I 

Si II designe la distance de la fibre donl la tension de 
flexion s'ajoule k la tension de la fibre moyenne, on aura : 
sur ces fibres : 



(15) 



, Mm , N 

' ^'I s 



Supposons u = li' 

Connaissant a ime premiere approximation les valeurs 

variables - et S, on a pu determiner M et N et par suite /. 

Si (1™ hypolh^se) les deux valeurs (15) sont de m6me 
signe, on se servira encore de la formule de Launhardl; 
si (2« hypoth^se), elles sont de signes contraires, on se 
servira de la formule de Weyrauch. 

Soient M^ et N^ les valeurs de M et N qui r6pondent i 

/ max., on fera 

f max. < R 

ou pour le plus d'6conomie possible : /„,ax = R> c'esl-a-dire : 

c'est-a-dire enfin : 

(IG) \ ^. • / J 

¥ + 1 = :4' - (' - ^:) }^] '- '"■"•""• 
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N 
Dans -^ , comme dans le second nombre, on se servira 

de la premiere approximation el on calculera ainsi une 
nouvelle valeur de - 
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Les questions de m^caniqiie phtjsiqiie^ qui out fait Tobjet 
de la deuxifeme et de la troisifeme partie de ces lemons, 
sont subordonn^es, d'une part, k deux hypotheses physi- 
ques Irfes generales : le principe de Tinerlie et Texistence 
d'une fonction des forces mol6culaires et, d'autre part, A 
certaines autres hypotheses physiques plus speciales. 

Nous avons vu que TEcole nouvelle ne veut admettre 
aucune des deux premieres hypotheses dans la m6canique 
rationnelle proprement dite. 

II n'est pas superflu d'insister encore sur les raisons de 
cette exclusion. 

Les lois g^n^rales du mouvement sont r^sumSes dans le 
principe de la moindre contrainle dii k Gauss; or nous 
Savons que ce principe a une signification ind6pendanle 
des rep5res g6om6triques du mouvement, et dans une cer- 
taine mesure, de I'horloge, tandis qu'au contraire le prin- 
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cipe de rinertie est subordonn6 k un sysl&mc absolu de 
reperes comme k une horloge absolue. 

D'aulre part, les Equations diflferentielles du mouvement 
ne peuvent 6tre int6gr6es que si Ton se donne ce que nous 
avons appele le cotirs nalurel des choses. 

Ce cotirs natiirel, en aslronomie, s'est montr6 conforme 
au principe de Tinertie; il n'est pas permis, au point de 

vue physique, d'affirmer rien de plus. 

* 

Certcs on peut passer outre, mais cela est absolument 
indifferent a la m^canique rationnelle. 

Ces commentaires suscitent une question sur laquelle il 
me reste k dire quelques mots. 

Quel rOle peut-on atlendre de la m6canique rationnelle 
dans les theories des ph^nom^nes physiques? 

A mon avis, les notions de la m6canique rationnelle sont, 
pour le physicien, une espece de monnaie que I'esprit 
humain a adoptee pour appr6cier les ^changes entre cer- 
taines categories d'activites naturelles; mais, de mfime que 
r^conomiste se garde bien de confondre la monnaie avec 
la richesse, de m6me le physicien se d6fendra de voir dans 
une m6canique rationnelle trop 6troite le code immuable 
et siiffisant des lois physiques. 

Plus la m^canique rationnelle sera large, j*allais dire 
tolerante, plus elle pourra pr6tendre k eclaircr utilement 
les phenomenes physiques par des notions math6maliques 
simples et efficaces. 

Dirai-je toute ma pens6e, et apr^s avoir montre Tinutilit^ 



r 
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du principe de rinerlie pour la m^canique ralionnelle, 
oserai-je affirmer que ce principe ne parait pas se prfiler k 
la vari^te des ph6nom5nes physiques? 

Ea effet, Tun des caracleres de ce principe est d'exiger^ 
pour la philosophie naturelle, un sysl^me unique de coor- 
donn^es; ce d6terminisme unitaire tout hypotli6tique plait 
a beaucoup d'esprits, mais ne parait pas loujours conforme 
aux faits. 

Un exemple eclaircira ma pens6e ; la theorie des ph6no- 
m^nes ^lectriques emprunte, comme on sait^ beaucoup 
d'images k la mecanique, et un pur math^maticien prenant 
ces images pour des r6alit6s imm6diates, pourrait, s'il 
apparlient k I'ecole classique de la mecanique rationnelle, 
raisonner comme il suit : 

« Gonsid6rons, dirait-il, un courant 61ectrique dans un 
« conducleur, c'est le mouvement d'un Guide; quo la masse 
« de ce fluide soil soustraite a la pesanleur, la chose est 
« concevable^ mais que cette masse ne puisse manifester 
« son inertie d'aucune manifere, c'est ce que je n*admets 
« point, et je vais imaginer des experiences ou le conduc- 
(c teur sera anim6 d'un mouvement rapide ; le fluide circu- 
« lant dans le conducteur lui-m6me, le mouvement sera 
« bien oblig6 de manifester son inerlie de quelque mani^re. » 

II parait que des experiences out 616 essay6es par Hertz 
dans cet ordre d'id6es et qu'elles ont 6te negatives. 

Ainsi, les ph6nom^nes 6leclriques compares entre eux, 
gardent bien Tallure m6canique, mais entre leur m6ca- 
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nisme parliculier et le m6canisme des corps qui nous soul 
palpables^ nul lien n'a 6le saisi jusqu'i present. 

Par exemple encore, nous ignorons absolument le meca- 
nisme intermediaire qui, du froltement de certains corps, 
fait de ceux-ci des corps electrises, nous ignorons d'ailleurs 
ce qu'est le froltement. 

Est-ce k dire qu'une philosophic naturelle, ay ant la 
m^canique comme id6e direclrice, soit definitivement 
condamn6e ? Nullement ! et pour ma part, je ne crois pas 
plus d la d^roule de Vatoniisme qu'a sa r6alite essentielle, 

II est plus juste d'avouer que si le determinisme m6ca- 
nique unilaire plait a noire esprit, Texperience ne nous 
revele (jusqu'a present) que des d6terminismes Isolds non 
relies encore entre eux. 

Pour donner k ma pens6e une forme abstraite mais 
precise, je dirai : soit S un systeme (coordoun^es et 
horloge) ou des ph^ncmenes de mouvemenls rapporles k S 
soient 6tudi6s, et supposons ceux-ci soumis au determinisme 
m6canique d6fini dans ces lemons. 

Soit S' un autre systeme (coordonn6es et horloge) dans 
lequcl des ph6nomfenes de mouvement rapport6s k S' soient 
soumis k un d6terminisme analogue. 

Ce que Texp^rience (negative) semble auloriser parfois 
k admellre, c'est que ies determinismes isol6s dans S et 
dans S' ne sont pas modifies par le mouvement relatif de 
S' par rapport i S : en d autres termes Ies systfemes S et 
S' sont isoles. Les philosophes purs regretteront peul-6lre 
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qu'il en soit ainsi; avouons pourtant que s'il en 6tait 
autremenl, la marche progressive des sciences eut 6le im- 
possible • 

Malgr6 tout, par un invincible besoin d'unit6, Tesprit 
humain ne pent se resoudre a morceler Tunivers en cate- 
gories s6parees comme les vitrines d'un musee. 

Physique, Cliimie, Biologie, voili nos grandes vitrines 
convenlionnelles, et sans la division du travail qui leur 
correspond, sans des specialisations necessaires, aucune de 
ces sciences n'eiit prosper6. 

Mais il n'est pas t6m6raire d'affirmer que, dans un avenir 
plus ou moins 61oign6, les decouvertes decisives se feront 
sur les fronti^res plus ou moins faclices de ces diverses 
sciences. 

Quant aux notions de la m6canique rationnelle, qui d'ail- 
leurs affirment si pen, elles semblent deslinees k servir 
loDgtemps encore d' image et de monnaie aux physiciens. 

En tons cas, la mecanique rationnelle survivrait au prin- 
cipe de Finertie si celui-ci venait k 6tre abandonn6 k son 
tour par la Physique. 
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NOTE I 



Sur la m^thode de M. MORIN, relative i la composition 

des forces concour antes. 



On sail que la composition des forces concourautes se 
ramenc a la composilion des forces 6gales. Deux forces F 
egales, faisant entre elles Tangle 2 x ont line r6sullanle 
egale a 2 F <p (ar). 11 s'agit de determiner (p (a:). 

Nous avons indique (pge 64) pour la determination de 
Ja fonction <p la mdlhode de Poisson fond6e sur la considd- 
ration de Tequation fonctionnelle : 

? (a; + 2/) + ^ (^ — 2/) = 2 9 (x) 9 (2/) 

M. Morin all6niie ce delour et parvient 61egamment a 
la determination de la fonction <p de la mani^re suivante : 

Soient A et B deux forces Egales faisant Tangle 2 x\ 
faisons tourner le systfeme des deux forces d'un angle 2 y 
autour de la bissectrice de Tangle extirieur des deux forces 
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A el B; par celte rotation les deux forces viennent occuper 
les positions A' et B'; designons par 2 z les deux angles 

egaux (B,A') et (A,B') et exprimons que les compositions 
des quatre forces envisag6e£ dans les deux modes de grou- 
pement : 

lo (A,B) et (A',B'). 

2- (B, A') et (A, B'). 

conduisent au m6me resultat. 
Nous aurons imm6diatement r6quation : 

(i) ?W ?(?/) = ?W 

les variables x, y, z sont d ailleurs les irois cdles d'un 
triangle sph6rique rectangle dont z est rhypol6nuse, on a 
done : 

(2) cos X cos y = cos z 

Nous devrons alors exprimer que les Equations (1) et (2) 
sont cquivalenles. 

Or L designant un logarithme n6p6rien et X {tf) une 
fonction inconnue de u posons : 

L ;p (a?) = X (L cos x) 

Tequivalence des equations (1) et (2) exprime que les rela- 
tions ' 

(3) M«) + ^ (P) = ^ (c) 

(A) a + b = c 

sont equivalentes. 
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Or d'aprfes line propri6t6 bien connue des grandeurs pro- 
porlionnelles, celle derniere equivalence exprime que Ton a 

X [a] — Ha 

H designant une conslanle; en remontant a <p on trouve : 

(p (a?) = (cos a?)" 

la fonction <p doit d'ailleurs satisfaire k T^quation dePoisson, 
en sorte que Ton devrait avoir 

[cos (x + 2/)]" + [cos (x — y)]" ~ 2 [cos x]^ [cos 2/]° 

d'ailleurs on sait que : 

cos (a? + y) + cos (x — J/) = 2 cos x cos y 

or ces deux formules, on s'en assure bien aiseraent, ne 
peuvent coexisler que si n = l,auquel cas elles se con- 
fondent. 

Remarque. — I/un des caracleres int6ressants de cette 
demonstration, est son ind^pendance k r6gard du postula- 
lum d'Euclide au m6me titre que la Irigonomelrie sph6- 
rique et la th6orie analytique des fonctions circulaires. 

La seconde demonstration donn^e dans cet ouvrage a 
dailleurs le mfime caractere. La composition des forces 
concourantes est done en r6alite independante du postula- 
turn d'Euclide. 

Dans la note suivante je g6n6raliserai cette remarque et 
je ferai voir que le th6oreme d'Euler sur les rotations finies 
permet de fonder une tlieorie de Tequivalence des vecleurs 
qui est la clef des propri6tes m6triques dans les trois 
geometries d'Euclide, de Lobatchewsky et de Riemann. 



NOTE II 



La Statique et les G^om^tries de Lobatchewsky, d'Euclide 

et de Riemann. 



I. — Le Pos tula turn d'Euclide. 

Parmi les poslulats ou fails fondamenlaux qui servent de 
base a la g6om6trie le postulalum d'Euclide m6rite, pour 
des motifs hisloriques, une place tout a fait k part. 

Euclide, en Tfinoncanl, paraissait croire que, plus heu- 
reux que lui, les gdomfetres qui viendraient apres lui par- 
viendraient un jour ou Taulre k le raltaclier aux priucipes 
d6ja admis en g6om6lrie, a savoir : la definition et les 
propri6tes essentielles de la ligne droite envisag6e comme 
axe de rotation, Texistence du plan et de ses deux modes 
de recouvrement, la distribution de Tespace par rapport a 
un plan et la distribution du plan en deux regions par rap- 
port a une droile de ce plan. 

D'une maniere gen^rale on pent dire que loute la por- 
tion de la g6om6trie qui est indiflf^rente au postulatum 
d'Euclide se ratlache a Tfitude des deplacements d'un corps 
rigide qui pivole soit aulour d'un axe fixe, soit aulour d'un 
point fixe. 

La composition des rotations finies successives et la tri- 
gonom6trie sph6rique qui en est Tex pression constituent en 



NOTES. 361 

effel un domaine g6om6trique independant du poslulatum 
d'Euclide. 

Et aussi la g6om6trie de la sphere, quand on se can- 
lonne sur une seule et mfeme sphere est ind^pendante du 
postulatum. 

Mais pour constater cette independance de la com- 
position des vitesses de rotation a regard de la th6orie 
des parallMes il sera commode de cfitoyer cette th6orie en 
se placant d'abord au point de vue de Lobatchewsky. 

Rappelons d'abord sommairement quel est ce point de 
vue, et comment il s\^st presents. 

Aprfes avoir vu 6chouer tons les efforts lent6s pourrame- 
ner le postulatum d'Euclide aux autres postulats de la 
g6ometrie il etait naturel d'essayer de fonder une g6ome- 
trie affranchie de Thypolhese d'Euclide. 

Telle fut Toeuvre de Lobatchewsky, encourag6e par 
Gauss; telle fut aussi ToBuvre de Bolyai. 

II est facile d'en exposer le point de depart et d'en 
donner un resum6 en quelques mots : 

Consid6rons dans un plan une droite indefinie XY et un 
point situ6 hors de ce plan. 

Soit OA la perpendiculaire abaissee du point A sur la 
droite et imaginons un mobile M qui, partant de A, mar- 
cherait sans cesse sur le cOte AY dans le sens indiqu6. 
Joignons la position variable du point M au point 0, nous 

A 

formons un angle MOA = u, 

Les angles sont des quantites num6riquement represen- 
tables et homogenes; nous pouvons done appliquer a la 
quantile u toute notion propre au domaine du nombre, 
rune de ces notions est la suivante, qui est bien souvent 
utilis6e en analyse : 
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^ Toule quantity variable qui va sans cesse en croissant, 
lout en restant moindre qu'une quanlite fixe donnee, 
a necessairement une limite. » 

Or, si par le point nous menons une droite X' Y' per- 
pcndiculaire a OA, la droite OM est necessairement siluee 




M M' Y 



dans Tangle AOY', car on sait que les droiles X' Y' et 
XY toutes deux perpendiculaires dislincles a unc m^me 
droite OA ne pcuvent se renconlrer. 

L'angle u est done moindre que Tangle droit, d'ailleurs 
il croit sans cesse, il a done une limite qui sera un angle au 
plus cgal a un angle droit; soit OL la droite qui du c6t6 
considere de OA fait un angle egal a la limite de w. 

La droile jouira alors des propriel6s suivaates : 

Toule demi-droile lrac6e dans Tangle AOL coupe la 
demi-droile AY. 

Toute demi-droite tracee dans Tangle Y'OIi ne rencontre 
pas la droite XY. 

La droite OL et sa sym6lrique OL' par rapport a OA 
sont nomm^es par Lobatchewsky les deux paralleles que 
du point on peut mener a XY. 

Lorsque la limite de Tangle u est 6gal k Tangle droit les 
deux droiles OL, OL' se confondent avec la droite X'Y'; 
telle est Thypothese d'Euclide; ainsi admettre avec Euclide. 
que d'un poi?it on 7ie peut meiier qutine parallele k une 
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droile, c'est affirraer que la limite de I'angle u est egale 
a Tangle droit. 

Si on se place au point de vue plus general de 
Lobalchewsky on pent considerer la limite de Tangle u 
comme une fonctioa de la distance OA. 

Soient done x celte distance et q> la limite de w, on doit 
avoir, Y\{x) designant une fonction inconnue de x : 

(0 = 11 (a?) 

les autres principes de la gdometrie s'opposent a ce que 
cetle fonction n[x) puisse 6tre arbilrairement choisie. 

La forme de celte fonction a 6t6 d6termin6e par 
Lobalchewsky, et si on appelle e la base des logarithmes 
neperiens qui, on le sail, est d6finie par la limite vers 
laquelle tend la somme 

* + 1 + r? + m + 1X31 + - \Aziv (" •'""'"•^ 

lorsque n grandit ind6finimeilt, on a 

tang:;II(j;) = c 

dans cette formule k designe une certaine longueur cons- 
tante que j'appellerai le inrtre de Lobalchewsky et tang y 
designe une fonction de y qui, dans la geometrie d'Euclide, 
serait definie par la theorie des projections au moyen des 
formules de la trigonometric plane, mais dont il est indis- 
pensable ici de ne consid6rer que la definition analytique. 

Voici cette definition : 

y d6signanl un iiombre variable, les fonctions sin y, 
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COS y, tang y sont definies par les series convergentes 
suivanles 

sin „ — „ _ _y^ I y^ y^^ I /_ k \n V "" t 

^"•y-y i.2.3^ 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5 6'"^^ ^ 1.2.3.4... (2«+l)^-- 

cos 1/ 

tang y = — - 

or on peut d^montrer : 
1** Que ces fonctions jouissenl des proprietes suivanles 

sin (y -|- /i) = sin y cos h + sin h cos \j 

cos (y + /i) = cos y cos /i — sin h sin y 

sin'y + cos'y = I 

2"* La fonclion cos y s'annule pour une premiere valeur 
positive que nous appellerons 5, le nombre « ainsi defini 
peul 6lre calcule par approximations successives et Ton a 

sin r^ — ^ J = cos \j 

cosfj — yj*= sin?/ 

sin (7: + iy) r-_ — siny 
cos (tt + f/) — — cos y 

ces deux deniieres equations sont des consequences des 
formulos d'addition d'ou decoulc la periodicite des fonctions 
consider6es. 
On a en efiet 

tanp;(T + //) ■=: tang?/ 
sin (^TT-j-y) -- sin y 

cos (2 IT + y) — ^^^ y 
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ces propriet6s si importantes, masquees dans la definition 
primitive par s6ries, sont inlimement li6es aux formules 
d'addilion et k la definition de t^ 

cos ( ^ j = I ^ ^tant d'ailleurs la plus petite racine en valeur 

' absolue de Tequation : cos x = o. 

Nous supposerons que Tunite d 'angle soil d^finie par la 
condition que Tangle droit soit mo.sur6 par le nombre | 

Le nombre w mesure alors dans ce systeme d'unit6s 
une demi-r6volution el le nombre 2 w mesure une revolu- 
tion complete. 

C'est dans ce systeme d'unit6s qu'il faut concevoir ex- 
prim6 Tangle Il(ar) qui a regu le nom d'angle de paral- 
lelisme. 

A la determination de la fonction U{x) indiqu6e plus 
haul, Lobalchewsky a rallachfi la trigonometric plane 
non euclidienne et la trigonometric spherique qui, fait bien 
digne de remarque, coincide avec la trigonometric sphe- 
rique euclidienne. 

Voici de ce fait, deji signaie plus haul, une raison 
simple et generale : la formule 

X 

tang 2 n (a?) = c 

montre que lorsque x tend vers zero Tangle de parall6- 
lisme l[{x) tend vers ^, c'est-a-dire un angle droit; ainsi 
dans la geometric de Lobalchewsky si \l[x) n'est pas 
constant et egal k un droit comme dans la geometric 
d'Euclide, du moins n(a?) differe, pour x petit, trfes peu d'un 
angle droit. 
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En d'aulres termes, pour des figures trac6es a Tinterieur 
d'une sphere de petit rayon e, les relations trigonom^lri- 
ques seront sensiblement les mfimes dans les deux geome- 
tries, ou encore, si on considere e comrae une variable 
infiniment petile, Tassimilalion des deux trigonometries 
dans le domaine consid6r6 n'entraine que des erreurs de 
Tordre de tK 

Or je dis que pour les figures trac6es sur une mfime 
sphere les erreurs consid6r6es, qui sont du second ordre 
an plus, seront rigoureusement nuUes. 

En effet, les 616ments des triangles sph6riques sont en 
realite des elements de Iri^dres (faces ou dicdres), mais 
dans la definition de ces derniers la grandeur du rayon e 
n'inlervient pas. Done les erreurs suppos6es sont rigoureu- 
sement nulles. 

Je ne reliendrai de Toeuvre de Lobatchewsky que cetle 
seule rcmarque, car je me propose de donner aux geome- 
tries non euclidiennes une base nouvelle et plus simple 
dans la statique^ c'est-a-dire dans la th6orie de r6quivalence 
des syslcmes de vecteurs. 

Sans doute, la composition et la reduction des forces 
dans un espace, ne seront pas, dans tons letirs details^ 
identiques dans les deux geometries. 

Mais, contrairement a ce qu'on pouvait croire au premier 
abord, il y a une statique qui dans ses traits esscntiels 
est commune aux deux geometries; un exemple peut 
nous le faire de suite pressentir. La composition des 
forces concourantes s'interprele commodement dans Tes- 
pace euclidien par la regie dite du parallelogramme des 
forces. 

Mais il faut bien se gardcr de conclure de \k que la com- 
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position des forces concouranles soil dans la d6pendance 
du poslulatura d'Euclide. 

Si Ton considere, par exemple, deux forces concouranles 
P el F', elles admeltront, comme nous le verrons, une 
resultante R, silu6e dans leur angle el determin6e dans 
les deux geometries par la relation suivante : 

F F' R 



/\ /\ /\ 

sin(R,F') sin(R,F) sin(F,F') 



ou RF', R,P FF' d6signant les 3 angles des 3 forces 
consid6rees deux a deux. 

Nous repr6senlons les forces par des vecleurs comme il 
est commode de le faire d^ns lout dessin, mais il faudra 
nous inlerdire, du moins, de faire jouer aucun r6le aux 
extr6mil6s des vecleurs repr6sentalifs. Nous parlerons done 
des composantes d'une force, mais jamais plus des projec- 
iions d'une force. 

Celle pr6caution prise, nous reconnaitrons ais6ment que 
la slatique domine les deux geometries et qu'elle fournit le 
moyen le plus simple pour 6tablir les formules des trigo- 
nometries non euclidiennes. 

Quant k ce fail que la lrigonom6trie spherique est com- 
mune aux deux g6om6 tries, il correspond k ce fait slatique 
que la loi de composition des forces concouranles est com- 
mune aux deux geometries. 

Nous verrons aussi que le r61e du Iheor^me du travail 
virluel est encore le m6me dans les deux geometries. 
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II. — La statique generale. 

Composition des forces concourantes. 
Systimes de forces dquivalentes. 



RfiSULTANTE DE PLUSIEURS FORCES APPLIQUEES 

EN UN MfiME POINT. 

II faut entendre par force un vecleur ayanl nn point 
d'application ou une origine donn6e, une droite d'aclion 
donnee, un sens determine sur celle ligne d'aclion, et une 
inlensite delerminee; on represenle liabiluellement une 
force par un segment. 

Ceci pos6, la consideration de plusieurs forces simultanees 
conduit d'abord a la question suivaule : 

Existe-t-il k regard des forces qui ont m6me point d'ap- 
plication une operation que je d6signerai provisoirement 
par le symbole +, jouissant des proprieles suivanles : 

Soient A, B, C, D... plusieurs forces. 

1** L'op^ralion A + B 

est bien d6lermin6e; 

c'esl-i-dire qu'elle dffinit sans aucune ambiguity une force 

A, 

ce qu'on exprimera par I'egalite 

A + B = Ai 
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Si les forces A, B, C, D sont envisagfies dans Tordre 
6nonc6, on r6p6tera plusieurs fois Top^ralion pr6c6denle et 
si Ton pose : 

A 4- B = Ai 

A, + C = A2 

A2 + l> = At 

on conviendra d'6crire abrdvialivcment : 

A-fB4-C-fD = A,. 

A3 s'appellera la t£$idtante des forces A, B, C, D. 

Cetle expression ne cessera d'filrc purement verbale que 
si Ton impose des propri6l6s nouvelles k Top^ration 
consid6r6e. 

2** On veut que Top^ration considerde soit commutative^ 
e'est-i-dire que Ton aura 

A + B=:B4.A 

3** On veut que reparation soit associative, c*esl-a-dire que 

A 4. (B + C) = A -fi B -f C 

4** On veut que pour deux forces qui ayanl d6ja m6me 
point d'applicalion et ont en outre m6me ligne d'action, 
Top^ralion + se r6duise k Taddilion algebrique des sogmenls 
d'une mfime droile. 

S*" Si deux forces se delruisenl, c'est qu*elles sonl 6gales 
et contraires sur la m6me ligne d'aclion. 

6* De plus, Toperation de composition doit 6tre continue, 
c'est-a*dire que si e d^signe une force variable ayanl m6mc 

S4 
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point d'applicalion que la force donn6e A, la force A. + c 
aura pour limite en intensity el direction la force A lorsque 
rintensit6 de e tend vers zero. 

On va voir que ces conditions vont determiner comple- 
tement reparation consideree. 

7* Enfin la composition doit 6tre invcunante, c*est-i-dire 
independante de la position du systeme des composantes 
par rapport a Tespace environnant. 




— Les deux premieres conditions montrent ais6ment que 

si les vecteurs composants deviennent multiplies par un 

mfime nombre entier m, le vecteur resultant sera multipli6 

par ce m6me nombre entier m. 

De \k r6sulte que si une force R est la r6sultanle de 

deux autres forces perpendiculaires entre 
elles X et Y et si a et p = | — a sent les 
angles de R avec X et Y on pent poser 

X = R(/(a) 
Y = Rfc(a) 

La septifeme propria t6 de la composition montre que la 
fonction (a) est une fonction impaire de a et ^ (a) une fonc- 
tion impaire et que 



i/ (§ — *)='*(*) 



En decomposant la force R en deux autres reclangulaires 
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reproduisanl le syslfeme primilif qui aurait lourn6 d'un 
angle e, on est conduit anx relations fonctionnelles 

.(/(a~0) = (/(a)(/(e) + /i(a)/i(e) 
h{oL-b) = h{a]g[(i)-^h[^)g(oi} 

on a, d'aillcurs 

Pour achever la delerminalion des fonclions g et h, 
nous aurons recours a la consideration de deux forces 6gale8 
formant un angle 2x variable. 

Consid6rons une force 1 ayant pour composantes sur 
dcux axes reclangulaires g (<x) et h (a). 

Puis considerons une force 1, sym6trique de la premiere 
par rapport a la bissectrice de Tangle des deux axes. 

Puis consid6rons les syslemes des deux forces d'inlen- 
sile 1 qui viennent d*6lre d6finis separ^menl; si la r6sul- 
lante de deux forces egales F faisant enlre elles Tangle 2x 
est d6sign6 par 2F^(a:) le sysleme des deux forces consi- 
d6rees aura pour resultante une force dont Tinlensile 
sera : 

2 [// (a) + M«)] ? (^) 

inais en groupaut les forces aulrenient, on trouve que cette 
r6sultanle est aussi 



^ (j - •) 



d'oii celte nouvelle relation 



{i) 



[5(a) + M«)]?(i) .'(i-«) = <I-0 
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Nous en lirerons les fonclions y et h quand nous con- 
nailrons la fonclion <p qui coincide avec g. 

Or, en composant dans deux ordres differents le sysleme 

de k forces d'inlensite, 1 donl deux font 
enire elles Tangle 2x, et les deux autres, 
admellant la m6me bisseclrice que la pre- 
miere, font entre elles Tangle 2x '\- ky^on 
oblient immediatement Tequalion fonclion- 

nelle : 

? (^) + ? (^ -r 2j^) = 2(p (y) cp (a; + y) 




^.^ 



V 



que Ton ram^nc par un changcmcnl de variable k la forme 



(2) 



? (^" + y) + <? (^ — ») = 2© (a;) tp (js) 



On a d'ailleurs 
(3) 



( <P{0) = 1 



La relation (2), v6rifi6e par la fonclion cos x joinle aux 
conditions lerminales, monlre que, si Von suppose ?(5:)>0, 

on aura 

^ [x) = cos X 

pour loules les valeurs de x commensurables de la forme 

K 



u)n 



7C 



(K, n eiUiers) 



La contimiite de 9 {x) etend alors la relation 

^ {x] = cos X 



k toulcs les valeurs de x. 
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La relation (1) donne alors : 

g Qx) -\- h (a) = cos a -j- sin a 

Done, d'apres une reraarque faite siir la parite des fonc- 
tions ^ et A 

^ ^ ) /i (a) =: sill a 



Les formules que nous obtenons ainsi 

X = R cos a 
Y = R sin a 



monlrent que la composition des forces qui devail jouir des 
propriel^s d<5finies plus haul est effeclivement realisable et 
(Ttine seide maniere, dii moins dans le plan. 
Kous aliens maintenant aller plus loin : 

— Equivalence de deux systetnes de forces. 

Nous regardons comme en dqnilibre on Equivalent a ze'ro, 
lout sysleme de forces forme de paires de forces ayant 
m6rae inlensile, mfime ligne d'aclion, et des sens contraires, 
quels que soient sur leur commune ligne d'aciion leurs 
points d'application. 

Deux syslemes de forces S et S' sont equivalents s'il est 
possible par Tintroduclion ou la suppression de plusieurs 
paires de forces' equivalentes a zero et par des decomposi- 
tions et recomposilions de forces concourantes de passer 
du systeme S au systeme S'. 

A la definition preccdente cquivaut evidemment la sui- 
vante : 
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Deux syslemes S et S' sont equivalents si par des 
adjonclions de groupes de forces en equilibre sur un mdme 
point (constant pour chaque groupe) et par des suppres- 
sions de groupes du mfiine genre, le systeme devient 
Equivalent a z4ro, 

De cette definition il resulte d'ailleurs que deux syslemes 
Equivalents a un troisieme sont equivalents entre eux. 

— Etude des forces concourantes non situees datis un 
mime plan. 

Si la composition des forces concourantes est possible, 
la decomposition d'une force donnee en trois dirigees sui- 
vant les ar6tes d'un tri5dre donne n'est possible que d'une 
seule mani^re. 

Si, en particulier, on considere un triedre Irirectangle, 
on exprimera les composantes d'une force R dont la direc- 
tion issue de a pour coordonnees sph6- 
riques Tangle de R avec I'axe OZ et I'angle 




azimutal tp se rapporlant au plan ZOX pris 
xT ^ pour origine des azimuts; les composantes 

de la force R seront 

X = R sin 8 cos o 
Y = R sin sin (p 
Z = R cos 6 

En envisageant deux triedres trirectangles ayant un axe 
ox' , ox commun et appliquant les compositions planes 
dans le plan zoy, z'oxf commun, on trouvera sans difficulte 
les relations fondamentales de la trigonom6trie spherique. 
De plus, on verra ainsi que les composantes X, Y, Z peu- 
vent encore s'exprimer ainsi : 
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X=.Rcos(R,a;) 
Y= R cos(n.0 

Z = R cos (R,^) 



— Etude des forces perpendiculaires a line m^me drcrite 
par la notion des systemes equivalents, 

Voici une marche imil(5e de celle que nous avons suivie 
pour les forces concourantes d'un plan. 

Nous envisagerons d'abord I'ensemble de deux forces 
6gales, P perpendiculaires k une y- 

m6me droile D, de mfime sens, et 
appliqu6es en deux points M et M' 
de D distanls de 2 p. 

On voit sans peine que les deux 

forces doivent avoir une resullanle 

perpendiculaire a la ra6me droite, et 

passant par le milieu de MM', d6signons celte resullante 

par : 

2 P V (p) 



l..,. 3'\<^ 




ajoulons en M et M' deux forces egales et contraires F, 

ayant MM' pour ligne d action ; les forces appliqu6es 

en M, 

PMetFw 

auront une r6sullanle R faisant avec F un angle a et Ton 
aura puisque P et F sont reclangulaires 

COS X siu a 



les deux forces R appliqu6es en M et M ' auront pour resul- 
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taiite 2 R cos p, p elanl Tangle sous lequcl R coupe la per- 
pendiculaire XY menee au milieu de MM' 
On aura done 

(4) 2p,i.(^) = 2Rcosp = ^^ 

t 

en faisant varier a on pent faire reculer le point I a Fin- 
fini sur XY*. Or en considerant deux paires de forces per- 
pendiculaires a MM' dont chacune est forraee de deux 
forces sym6triques par rapport a XY on Irouve ais6ment 
que la fonction tp salisfait k r<$quation d6ja renconlree 

^V (x + y) + ^r (a? — J/) = 2 ^r {x) W (y) 

et Ton a encore 

w (o) = I 

et d'ailleurs 

^v (y) > 

Dans la geom6lrie de Lobalchewsky on deduit de (4) 

i 

w (p) = . ,, . . 

^^^ sm 11 (p) 

on aura done ici 

^r (x) > 1 

On pourrait aussi envisager riiypolhcse 

w {X) < 1 

on en d6duirait : 

\v (x) = cos ^ ; 

i. Geci ne s^applique qu^& la g^ometrio de Lobatcheswky. 
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On tomberait alors sur la geometrie de Riemann oil les 
droites d un plan sonl analogues aux grands cercles d'une 
sphere. 

Go tie geometrie a en commun avec les g6om6tries 
d'Euclide et de Lobatchcwsky la definition de la droite : 
comme ensemble des points d'tin solide invariable qui 
demeiirent immobiles lorsque deux points du corps sont fixes. 

Ce r6sullat est conforme k celui obtenu par Lobatchewsky 
car la formule (4) donne az=0 P = t^ puis elle donue p = 
pour sin a = ^(P). 

On sail d'ailleurs que dans la g^om^trie de Lobatchewsky 
lorsque I s'eloigne indefiniment, p tend vers zero quand 
a tend vers n(p) ; or, nous avons dit plus haul que 
Lobatchewsky avail trouv6 

la formule (4) donnerait alors 

<"" sinll(;») = 



i + tg'Unp) 



P P _^P 

2k k k 



done rip)='±^ = t±±. = ,,P 



2 k 

k 

2e 



ce qui est conforme au result at de T^quation de Poisson. 

Ainsi, quand on admet Texislence logique de groupes de 

vecteurs Equivalents, on retombe sur les formulas de 
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Lobalchewsky ou sur celles de Riemann suivant que 
V(jo) <1 ou que V (p) >1. D'aulre part, Texistence de lels 
groupes est assuree; car on sail que les vitesses de rotations 
possibles sont des vecteurs pour lesquels il existe des 
modes d'equivalence ou que la composition de ces vecteurs 
est ind6pendante des postulatums d'Euclide. 

TMortme Lorsqu'un corps rigide recoit un certain d6placement 

An 

tr 11 irt 1 i^fi^*"^^^^ P^^*^ (lequel peut toujours resulter de rotations 

infiniment peliles), on appelle travail virtuel d'une force F 
le produit 

Fo«cos(F,Sj?) 

08 elant le dSplaccment du point d*application de la force. 

Avant d'etudier les propriel6s de cette expression ache- 
vons r^tude de la composition des forces perpendiculaires 
a une mfime droile et agissant d'un m6me c6te de cette 
droile. 

Les resullats deji obtenus nous montrent que si sur les 
Elements d'une droile 2 a agissent perpendiculairement 
des forces proportionnelles aux longueurs des elements la 
r6sultanle passera par le milieu de la droite et sera pro- 
portionnelle a 

a a 

k ~k 



k"^ 2 



car Ton a : 



a 



ch rdx=^k $h t 
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de Ik on conclut que la rSsullanle R de deux forces P et Q 
perpendiculaires de in6rae seus sur une m6me droite MM' en 
ses exiremites partage Ic segment MM' en deux parlies x 
et y telles que Ton aura 

P Q R 



sh V sh r sh — 7 — 



et par consequent aussi : 



R = Pe/if + Qc/r^ 



puisque sh {a-\- b)=sh a ch b -{- sh b ch a. 

Remarque. — Si un deplacement ds est la rdstdtante de 
plusieurs deplacemenls ds^ ds^ 6manant de M, et envisages 
isol6ment, le travail virtuel d'une force P relatif au 
deplacement ds est la somme des travaux virluels relatifs 
aux d^placements rf^i, ds^ 

Or, la geomelrie de Lobatchewsky se confondant avec 
la geomelrie d'Euclide dans un domaine infiniment petit, 
comme on Ta expliqu6 plus liaut, les vitesses virtuelles 
aulour d'un point se composeront comme dans la cin6ma- 
lique usuelle. II r^sulte aussi de la composition des forces 
concourantes que le travail de la resultante de plusieurs 
forces relatif a un deplacement donne est la somme des 
travaux des composantes relatifs au mfime deplacement, 

Quand un corps rigide recoit un deplacement infiniment 
petit, la somme des travaux virluels d'une paire de forces 
6quivalente a zero Test aussi. 



Theor^me. 
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En eflfet, on pent r6aliser le d6placement du solidc en 
d6placant une droile du corps (sans speciQcation des poinis 
de cetle droile), puis en donnanl au corps une rotation et 
un glissement le long de cette droite. 

Considerons done une paire de forces 6gales et contraires 

appliqu6es suivant une droite aux poinis A et B de cetle 

droite. 

Ti Soient A'B' la nouvelle position de AB, 

IJ la plus courte distance de AB et de 

^' A'B'*. 

On pent amener la droite IX a la position 

infiniment voisine JY en donnant au corps 

V une translation non euclidienne d^axe 

IJ, puis 2** une rotation aulour de IJ. 

Aucun des deux d6placemenls correspon- 

dants de A et de B ne donne de travail du 

l'^' ordre aux forces Pa et Pb qui sont nor- 

males aux Irajecloires des points A et B 

dans les deux d^placements correspon- 

dants. 

Les forces Pa et Fn ne travailleront chacune que dans le 
glissement axial de la droile JY, mais la somme de leurs 
travaux ici sera nuUe ; la remarque faite plus haul acheve 
la demonstration. 




Th^or^me. 



La condition necessaire et suffisanle pour que plusieurs 
forces se fassent 6quilibre sur un corps rigide est que 



1. IJ est la perpendiculaire commune de AB et A'B'; d.ins la geo- 
roetrie dc Riemann cc serait la plus grande distance des droitcs AB 
et A'B'. Le texte et la flgure se rapportent & la g^ometrie de Lobat- 
chewsky. 
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pour tout dSplacerneiit infiniment petit du solide, la somme 
des Iravaux virtuols des forces donates soil egale a z6ro. 

1^ La condition est necessaire d'aprfes le th6orfeme pr6- 
c6dent. 

2^ Pour d6monlrer que la condition est suffiaanle, je vais 
appliquer, avec les varianles convenables, la m6lhode de 
reduction de Poinsot, k la slalique non euclidienne. 

Je prendrai pour point de depart la composition et la d6com- 
position des forces perpendiculaires k une mfime droite. 

Toute force F perpendiculaire a AB peul 6lre d6compos6e 
en deux F' et F" de m6me espfece appliques en des points 
donnas, et si x et y sonl les distances de ces points au 
point c, on a comme on Ta vu, en designant toujours 
par k le metre de Lobalchewsky * 

p/ P" p 

x<o correspond au cas oil les deux points A et B sont 
d^un mfime c6l6 de C. 

Voici encore une remarque qui nous sera utile. 

Deux forces P et Q perpendiculaires a 

k AB et de sens contraire peuvent tou- i 

jours se remplacer par une force passant k; 

par le milieu de la distance de leurs 
points d'application el par un couple de 
centre 0; en effet, appliquons en 
deux forces R et — R perpendiculaires 
aAB. 



^ 



B 



R 



1. Dans la g6om6trie de Riemann le mfime raisonnemcnt serait 

~ par la fonction sin ^ ^ 



valable, sauf & remplacer la fonction $h ~ par la fonction sin^ —„ K 6taii( 



le m^lre de Riemann. 
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Nous 
(^gales 



d6composerons la force — R en deux forces 



R 



*''T 



perpendiculaiies k AB et appliqu6es aux points A et B, ccs 
derniferes forces formeront avec P el Q un couple de centre 
si Ton a 



P— 



^ =Q+ — 



-en. ^ 



2 ch. ^ 



c'esl-i-dire 



Ao 



R = ^(V^Q)ch-j- 



Si les forces P el Q 6taient de mSme sens on aurait 
trouv6 

An 

R = 2(P + Q)cAy 



Ceci pos6, soit F une des forces du systfeme el un point 

fixe, tracons une sphere ajant par 
centre le point et un rayon arbi- 
B Iraire. Dans le plan (F, 0) abaissons 
de une perpendiculaire 01 sur la 
ligne d'aclion de la force F, soient A 
et B les points ou 01 coupe la sphere 
consideree, nous remplacerons la force 
F par une force passant par et par 

un couple de cenlre et de bras de levier AB. 
Tons les couples de mfime cenlre se composent par leurs 

axes comme en slatique euclidienne, le lecteur s'en assu- 
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rera bien facilement ; on voit done que le sysl^rae des 
forces est 6quivalent i un couple de centre el i une force 

unique passant par 0. 

C'est-a-dire qu'on passe du sysleme propos6 au nouveau 
par des adjonclions ou suppressions de paires de forces 
equivalenles a z^ro et par des decompositions ou recom- 
positions de forces concotirantes^ toules operations qui, nous 
le Savons, n'altferent pas la somme des travaux virtuels. 

Or si on donne comme deplacement une rotation ayant 
pour axe, Taxe du couple resultant, on voit immedialement 
que la somme des travaux virtuels ne pent 6lre nuUe que 
si ce couple est nul, en donnant ensuile au corps rigide 
une translation axiale dirig6e suivant la direction de la 
r6sullante pr^sumee qui passe par 0, on voit que si la 
somme des travaux virtuels est egale i z^ro pour ce 
d6placement la r6sultante prfisum^e doit 6lre nulle. 
C. Q. F. D. 

Corollaire important. — Voici un lh6oreme g6n6ral de 
statique qui resulte du theor^me pr6c6dent. 

Si une pression nniforme se r^partit nomialement sur 
les divers Elements d'line surface fermie, rigide^ les diverses 
forces iUmentaires comtituent un groupe de forces en 
^quilibre. 

Le travail de la pression pd^x 
exercee sur rei^ment da a pour 
partie principale le produit : 

— pE 

E d^signant le volume d6crit par le d6placement de 1*616- 
ment de surface rigide 'rf«. 
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La somme de ces Iravaux sera done (puisque p 
tanle) 

— pdv 



= cons- 



Moment 
d'un couple. 



dv d6signant Taccroissement de volume du corps, mais le 
corps 6tant rigide on aura dv = o, done les forces conside- 
r6es sonl en 6quilibre. 

Remarque. — La proposition pr6c6denle s'applique 6vi- 
demment aux pressions uniform^ment r6parlies sur le 
p6rimetre d'une courbe fermfic plane. 

Revenons k la reduction de Poinsot et d'abord conside- 
rons un couple Pa, Pb de centre 0, la decomposition des 

p Q forces perpendicu- 

laires k une m6me 
droite monlre que 
J I ce couple pent 6tre 
Equivalent k un 
autre couple : Oa', 
Q ^ Qb/ : ct si z ct a:' 

sont les deux demi-bras de levier de ces couples, de m6me 
centre : Ton aura : 

p«/i^ = Q s/i |- = une quanlil6 proper tionnelle au moment 
du couple^ 




Consequences 
g69m6trique8. 



Tin arc de cercle de rayon x et d'angle au centre * pent 
6lre repr6senl6 par 
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Le lh6orfeme du travail virtuel determine la fonclion <p (x). 
Car pour une mfime rotation infiniment petite rfx d6crite 
autour de les travaux virtuels des deux couples sont 

SPrfxcp 'x) et 2P'(ix(p(a?') 
comme ces produits sont egaux on couclut de li 

^ [x] = X 5/1 -^ 



X 6tant une longueur constante. 

Soit I la projection d'un point sur la ligne d'action 
d'une force F ; soit A un 
point quelconquede cette 
ligne. 

Consid6rons une rota- 
tion infiniment petite e 
ex6cut6e autour d'un axe 
men6 par perpendicu- 
lairement au plan de la 
figure. 

Les deux travaux virtuels de la force F envisag^e comme 
appliquee soit en I soit en A serait : 

01 




Fx^lsh 



et 



FxOXsinAX), 



L /0A\ 



En les 6galant on obtiendra la relation fondamentale des 
triangles rectangles de Lobalchewsky : 

,01 , OA . A 

sh 7- =sh -,-. sill A. 
U k 
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La determination de la constante X d6finie plus haut va 
r6sulter de Tapplication du th^orSme de T^quilibre des 
pressions sur une courbe ferm6e, nous prendrons comme 
courbe ferm6e un demi-cercle et son diam^tre de fermelure. 

La r^sultante des pressions sur demi-cercle est 




ir 




\ sh^ doL cos a 



et la r6sultante des pressions sur le diam^tre est 

k 



en les 6galant on trouve X = A. 



Le th6ordme 
des moments. 



Soit F une force appliqu6e en A et XX un axe ; soit 
(p la composante de F estim6e dans le plan men6 de A 

perpendiculairement a XX et soit T 
la tangente^a la circonf6rence que A 
d^crit quand le corps rigide toume 
autour de XX, soit T la composante de 
<P ou de F suivant T, le travail virtuel de 
F pour une rotation infiniment petite 
e autour de XX, aura pour mesure 




KT©sA^ r d6signant la distance du point A k XX; le pro- 
duit /cT sh r se nomme le moment de la force F par rapport 

n 

a Taxe XX. 
Si on eflfectue la reduction de Poinsot dont il a 6t6 ques- 
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lion plus haut, relativement a un point O de Taxe XX, le 
couple resultant relatif a cette decomposition, peut 6lre 
d^composee en un couple d'axe XX et un couple perpendi- 
culaire, le moment du premier couple est pr6cisement le 
moment de F par rapport a XX. 

Les moments jouent done un role identique dans les trois 
geometries. 

Enfin pour terminer ces apercus j'indiquerai encore deux 
demonstrations statiques de formules importantes pour la 
geometric de Lobatchewsky. 

l^ Soient dans un plan P, AX el BY deux droites 
perpendiculaires a AB et soit BM = m, r x 

soit M' le point sym6trique de M par ^\ ; 

rapport a AB, aux points M et M', appli- \ ^ j 
quons deux forces egales a 1 perpendicu- x 
laires au plan P d'un mfime cdie et egales, 
ces deux forces auront pour resultanle la ^* o^ ^ 
force 2 ch J appliquee en B. 

Prenons les moments de ces forces par ^ j,, • 
rapport a AX et soienl p« la distance BA 
et p la distance MI du point M a AX, la somme des 
moments des composanles sera : 

2sh^ 
k 

et le moment de la resultante est : 



I ' ,1 



on aura done 



2chjsh^' 
k k 
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2" Gonsiderons le trouc de cOne engendre par la droite 
BM tournant autour de AX; la r6sultante des pressions 

exerc6es uniform^ment sur la 
surface laterale de ce tronc 
de cOne sera une force dirig^e 
suivant AX et dont la valeur, 
en designant par « Tangle 
avec AX de la normale k celte 
surface au point M variable, 
z> et par p la distance MI de M i Ax, sera Fintegrale 




II 



pX 



2 r /f / (iu s 



sh T- cos a 



{/) = pression par unite de surface) 



D'apres un Iheoreme precedent, cette force doit 6lre 6gale 
a la difference des pressions aisement calculables exercees 
sur les deux bases du tronc : 



2P 



P XTcfc^sh^ j^, 



et;jX:rt*sh*^ 



exercees sur les bases du tronc de cOne, on aura done : 



u 



p^Ttk I dush-TCOSa= j)7r/jMsh*t — sh'^^ j 



ou, sous forme differentielle : 



du sh ^ COS a 1= sh \ ch j- rfp 
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d'ailleurs, en diflferenliant la relation pr6cedemment obtenue : 



sh|==sh|"ch| 



on obtient : 



du sh^sh^ — ch ^dp 



En divisant membre k membre les relations diff6rentielles 
obtenues, on obtient la relation ivbs simple : 

k it ~ ^^^ * 

Ges exeraples suffisent a montrer Timporlance de la 
th6orie statique des vecteurs pour l'6tude des relations 
m6triques dans la g^om6lrie d'Euclide ou dans les g6o- 
m6tries de Lobatchewsky et de Riemann. 



III. — Differ entefi formes mecaniqties 
du postidalum d*Euclide, 

Voici d'abord deux formes du poslulatum d'Euclide qui 
resultent immediatement de la statique non euclidienne. 

1** Deux forces d'un plan perpendiculaire a une mfime 
droite et d'un m6me c6te de celle-ci ont une resultante 
6gale k leur somme : cette proposition 6quivaut au postu- 
latum d'Euclide. 

2** Si dans un espace, des forces perpendiculaires aux 
c6t6s d'un triangle quelconque proportionnelles aux lon- 
gueurs de ces cdtes et appliqu^es aux milieux de ces c6tes 
se font equilibre, Tespace consid6re est Euclidien. 
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X 



Voici une proposition plus inattendue : 
Dans I'espace de Lobalchewsky ou dans celui de 
Riemann ne saurait exisler la plus simple de nos machines 
simples, celle que Ton appelle un fil parfaitement flexible 
qui transmei sous la forme rectiligne une tension constanie 
sans transfnetire de moment. 
En eflfet concevons 2 barres AB el CD placees loutes deux 

perpendiculairementaune 
mfime droile XY, la barre 
AB porle deux poulies 
sym6lriques par rapport 
a XY, la barre CD porte 
quatre poulies deux a 
deux syraetriques par rap- 
port a XY. 

Un fil sans fin s'enroule 
sur les premieres poulies 
puis sur les quatre autres 
et sur une cinquieme pou- 




V 



lie M dont le centre est sur Taxe XY; appliquons a la 
poulie M une force P agissant suivanl la droite XY, le fil 
va se lendre et le sysl^me consid6r6 va prendre une cer- 
taine position d'6quilibre; supposons pour un moment que 
le fil sans raideur, ait une tension constanie T, et soil P la 
force qui soutiendrait tout le sysleme a la parlie superieure. 
On pent loujours regler les dimensions des pieces de 
maniere que le fil arrive perpendiculairement sur la ligne 
des centres des deux poulies superieures, laquelle ligne des 
centres a une longueur 6gale a 2p; coupons les fils par un 
plan UV quelconque, T^quilibre de la barre AB s'expri- 
mera par Tequation : 
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k 

En d6sigiiant par 2q la plus courte distance perpendicu- 
laire des brins sym6triques du fil, avant leur enroulement 
sur M, r^quilibre de la poulie inferieure s'exprime par 
Tequation : 

P=2Tch{ 
k 

Enfin I'^quilibre du systeme total ngidifi^ s'exprimera 

par r6qualion : 

P = F 



On aurait done : 



k k 



r^sullat absurde, car on est 6videmment maitre de la peti- 
lesse de y*. 

Done enfin ies propriites m^canigues attributes aux fits 
flexibles rectiligfies entrainent le poslulatum d'Euelide. 

— Toule la g6om6lrie de Lobatehewsky eomme celle de 
Riemann pourrait 6tre d6veloppee au point de vue statique 
d'ou je me suis plaee, mais je crois avoir insiste suffisam- 
ment pour que Ies developpements auxquels je fais allusion 
n'oflFrent plus de diffieull6. 



1. Un raisonnement analogue serait valable dans la gdomdtrie de 
Riemann. 



NOTE III 



Sur rimpossibilit^ d*une Composition des stabilit6s 
en Tabsence d'une fonction des forces. 




Soient 

FY et 



deux forces, fonclions de point qui, agissant s6parement 
sur le in6me corps, laissent cehiici en une meme position 
(T^quilibre stable. 

Si les forces F et F' viennent a agir simultan^ment, leur 
resultante laissera le m^me corps en la m^me position d'equi- 
litre ; mais peut-on affirmer en g6n6ral que cet 6quilibre 
resultant sera stable ? 

Non, les stabilit6s ne sauraient se composer de la sorte, 
montrons-le par un exemple simple. 

J'en visage a cet eflfet deux formes quadraliques p et ^ des 
coordonn6es cart6siennes x, y, z du mobile. 

Je suppose de plus que chacune de ces formes est definie 
et negative; je designe par 

■«> Pi T ; ^» H-i ^. 

six constantes positives dont les Irois derniferes ne soient 
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pas proportionnelles aux premieres, et je considere les 
forces P et P' d6finies par leurs composantes 

^~2*(/:t?' ^-^l^rfi;"' ^""2^rfi" 

L'6quilibre du corps, a rorigine des coordonn6es, sous 
Taction de la premiere force est stable, car en faisant dans 
les Equations du mouvement les changements de fonctions 

00 I Xyf^ y I yyl^ z I z^ 

on est ramen6 au cas d'une fonction des forces maxima au 
point (2: = 0, y = 0, 5 = 0). 

Pour une raison analogue le second 6quilibre est encore 
stable. 

Or je dis qu'il est possible de particulariser les formes 
/ et (p, conform^ment aux hypotheses d6ja faites sur elles, 
de manifere a assurer Vinstalnlite de I'^quilibre resultant. 

Si, par exemple 

je ferai : 

(p = — [ax^ + 2 6^y + cy^] — dz'' 

[a, c, d y 0, b' — a c < o) 
'^=z — [a'x^ + 2b'xy + c'y\\ — d'z- 

(a\c\d' > 0, b''-^a'c' < o) 

Les Equations differentielles du mouvement e^lime dans Le 
plan des x y sont : 

d^x ,, do , d'l 
dC "" ^ c/2/ c/y 
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Ces Equations diflF6rentielles lineaires auront, comme on 
salt, pour integrates fondamentales des fonctions de / de 
la forme 

y z=ih ert 

ff, li, r d6signant des constantes etr^quation caracteristique 
en r sera : 

r* + 7^ (a% + a"k -f cp +c» + (aa + a'X) (cp + c» 

« 

El la stability exige que cette Equation du second degr6 
en r* n'ait que des racines negatives. 

Or il est ais6 de voir qu'on peut satisfaire k cette Equa- 
tion par des valours imaginaires de r* ; le discriminant A de 
cette Equation est ici : 

A = (aa + a'X — c6 — c'fi)' + 4 (&a + 6'X) (&p+ b'u) 

Mainlenanl, que Ton fasse d'abord : 

a<t-^a'\ — cp + ^V 

puis, que Ton choisisse 5 et A' assez pelits en valeur abso- 
lue pour satisfaire aux conditions : 

W — ac K, 



Enfin, que Ton choisisse le rapport -r interm6diaire entre 
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a B 

les nombres — r et — ~ et Ton aura A < o : done instabi- 
lil6. 



Remarque. — La composiUon des stabililes qui est im- 
possible en general, est au contraire assur6e lorsque les 
forces d^rivent d'une fonction des forces. C'est ce que 
montrent les th^oremes de Lagrange et de M. Liapounof. 



ITOTE IV 



Sur les mouvements relatif s k la surface de la terre 
et sur le syst^me explosif de Poinsot. 



On connait les belles experiences de Foucault (Pendule 
du Panlh6on el gyroscope) qui onl r6alis6 pour la premiere 
fois une preuve sensible de la, rotation de la terre, ou plus 
exactement, qui ont montr6 que le sysleme de coordonnees 
oil se manifeste I'atlraclion de la terre coincide sensible- 
ment avec un systeme oriente sur les 6toiles. 

On sail que la deviation vers Test des corps en chute 
libre est aussi une manifestalion m6canique de la rotation 
de la terre. 

A r^poque ou Foucault fit Texp^rience du Pantheon, 
Poinsot fit pour la premiere fois Tint^ressante remarque : 
que roil pounutit par la suspension d'lin sysleme susceptible, 
sous Inaction de forces interieures, d'eprouver U7i brusque 
changement de configuration, obtenir une rotation autour de 
la verticale : 

Gette rotation serait encore un reflet de la rotation du 
globe terreslre. 
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Dans sa note [Comptes rendus de l' Academic des sciences 
pour 1851), Poinsot indiquaif, comme experience possible, 
Texp^rience suivanle : 

Un ressort coad6 suspendu, dont les deux branches sont 
maintenues rapprochees par un fil, se delend si Ton briile 
le fil; son moment d'inertie aulour de la verlicale augmenle, 
ce qui produit une rolation aulour de la verlicale due au 
mouvement de la terre. L'experience me parait impossible 
sous celte forme. 

J'ai repris le calcul de Poinsol, j'ai modifi6 Texp^rience 
qu'il proposait et j'ai fait voir que dans Tordre d'id^es 
inaugure par le profond geometre, on pouvait realiser deux 
types d'experiences correspondant respectivement a Texp^- 
rience de Foucault au Panllieon, et a Texperience de 
Freyberg, experience qui meilent en jeu : Tune, la com- 
posanle verlicale; Tautre, la composanle horizonlale de la 
rotation de la terre. 

J'ai de plus realise une experience du second type et je 
poursuis en ce moment T^lude d'un appareil propre a reali- 
ser une experience d'un type mixte. 

Celte note est consacr6e a Texpose de Tid^e de Poinsot 
et d'un resume de mes recherchos. 

Consid6rons d'abord un syslfeme qui, pouvant changer 
de configuration int6rieure, repose cependant sur deux ap- 
puis fixes, silues sur une m6me verlicale. 

Le sysleme est d'abord au repos ; la detente de ressorts 
interieurs modifie brusquemenl ou rapidement la configu- 
ration du syst^me, puis le syst^me se solidifie. 

Quelle Vitesse de rolation va-t-il prendre aulour de la 
verticale ? — Appliquons le th6oreme des moments aulour 
de la verlicale. 
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Les forces de chaque particule du syslfeme sont, au lieu 
de Tobservateur : 

1° La pesanteur (rattraclion combinee avec la force cen- 
trifuge sur le parallele terrestre) ; 

2^* La force de Coriolis proveuant de la rotation du globe 
et du motwement relatif de la particule. 

Prenons comme axes de coordonn6es, en la station de 
Tobservateur : 

Axe des z : la verticale ; 
Axe des x : la direction sud du m6ridien ; 
Axe des y : la direction qui va vers Votiest. 
Si X designe la colatitiide du lieu : 
Les composantes de la rotation w de la terre, chang^e 
de signe, sont dans ce systeme d'axes 

p = — o) sin X 
r = CO cos X 



La seconde force apparente de Coriolis sur la particule de 
masse m est : 



f' = ^\^di-'-dT) 

f'-^\fdr-''drJ 



m 



m 



m 
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Le th6or6me des moments par rapport a la verticale 
donne k chaque instant / : 



d / dv dx\ 



a. ^ t ^ X dy\ _ ^ dz 



Multiplions par dt et integrons de o a /; le systfeme 
partant du repos, nous aurons : 



^'n(x^^-y^)=(l,-Uy-ipJimJ xp^dt 



I, et lo d6signant aux deux 6poques les moments d'inerlie 
du systfeme par rapport i la verticale. Cette relation est 
g6n6rale; si nous supposons que le corps a Tepoque t oh il 
est rigidifi6 ne puisse que toumer autour de la verticale 
avec une vitesse p , on aura : 



(1) p 



=kiiio_2p.«y'4* 
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Si nous supposons au contraire que le systeme rigidifi6 
a r^poque / n'ait qu'un point fixe, d6signons par : 

les composantes de la relation du corps suivant les axes, 
on aura : 

dx 

rfT = /.= -py 

dy 



dt = f -^^ - ^*^ 



et yimt^x^ — y ^ J = i:m (i» + y*) — tS Smxs — / 2m 



L'6qualion (1) doit alors filre remplac^e par celle-ci 

(2, p _r_2p— j-. + o-j-. + x-j- 



tfi 



4# 



— CoDsiderons d^'abord le cas de deux appuis formant 
un axe vertical fixe. L'equalion (1) indique deux types 
d'experiences distinctes : 

Premie?' type, — R6aliser une explosion rigoureusement 
symetrique par rapport a la verlicale, le terme en p dis- 
parait et on aura : 

1,-r 



r = — - — r 



}f 



h 



c'est le cas de Texp^rience propos^e par Poinsot qui 
ometlait le second appui. 
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Second type. — Faire I; = lo el le lerme en p subsisle 
seul. 

Dans le cas d*un seul appui, le mouvement pendulaire 
du sysl^me joue un rOle g6nanl par les termes en w et / 
qui 6chappent a tout contr61e efficace; si Ton s'arrange 
toutefois de maniere que Toscillation pendulaire du systfeme 
se fasse aulour d'une position d'^quilibre pour laquelle 
I'axe vertical, soit un axe principal d'inertie, on aurait en 
cetle position 

^mxz = 
yimyz = 



On concoit ainsi qu'on puisse rendre n^gligeables les 
termes w _3£^ y zipti devant Tim ou Tautre des termes 

qui subsistont. 

On peut ainsi ayec quelques pr6cautions assimiler le cas 
g6n6ral au cas d'un axe complet. 

Le type d'exp6rience propos6 par Poinsot m'a paru difii- 
cilement realisable; mais j*ai pu realiser une experience 
du second type. 

Deux supports legcrs en bois, relics par une longue et 
mince tige d'acier, axe materiel de Tappareil, supportaient 
cliacun deux reservoirs en laiton. 

Soient A et B les reservoirs port^s par le support sup^- 
rieur symetriques par rapport a Taxe, le support inferieur 
portait deux reservoirs : Tun A' en communication verti- 
cale avec A, Tautre B' en communication verticale avec B 
par un tube. 

Le reservoir A et le reservoir B' de m6me forme et de 

26 
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m6me capacit6 avaient 6le pr^alablemenl remplis d'un 
melange d'eau el de glycerine. 

L'appareil supporte par un lil m6lallique, supporlait a la 
parlie inferieure un fil assezlong, lendu lui-m6me par un 
poids. 

Le flambage d'un fil ouvrait un robinel k ressort et 
faisait ecouler le liquide de A en A'; la lige d'acier porlait 
un miroir vis6 par une lunette a r6ticule plac6e k distance, 
permettait de mesurer la rotation p de Tappareil pendant 
une quinzaine de secondes, k partir de I'^branlement, et 
d'apprecier ainsi une vitesse motjenne de rotation. 

Lorsque le plan dcs deux lubes fut plac6 dans le m6ri- 
dien, je conslatai une rotation Ires sensible, correspondanl 
a une deviation vers Test du tube a ^coulement. 

L'influence du mouvement oscillaloire, sans 6tre entiere- 
menl negligeable, ue pouvait depasser le g^ de Teifel mesu- 
rable. 

Bien que les dimensions transverses de Tappareil fussent 
assez r6duites, T^cartement des tubes, par rapport k leur 
diam^tre, etait assez sensible pour que la gyration de la 
veine liquide ne pGl pas produire une variation de plus 
d'un cinqui^me dans la rotation observ6e. 

En allongeant un appareil de ce genre suffisamment, on 
amplifie reflfet de la composante p. 

En somme, c*esl le ph6nom5ne de la deviation vers test 
transform6 en rotation. 

Un lroisi5me type d'exp6riences consislerait k meltre en 
6vidence simultan6ment les deux composantes r et jo et A 
les amplifier toutes deux; j'ai commence de nouvelles 
recherches dans celte direction en m'astreignant de plus 
k ne plus employer de liquides, mais ces recherches sont 
loin d'etre termin^es. 
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L'id6e de Poinsol est cerlainement iiil6ressante, mais 
pour curieuses qu'elles soienl, des experiences de ce genre 
qui mellent en jeu de peliles impulsions arr6t6cs par le 
frollement de pivots ou par la torsion des fils ne peuvent 
pas produire de rotations continues appr6ciables. 

J'ajouterai que Temploi d'un fil de suspension rend les 
experiences extrfimemenl longues, et il m^est arriv6 d*al- 
lendre, dans une salle tranquille, plus de 4 heures avant 
d'obtenir r6quilibre proalable de I'appareil. 

Bref, les experiences de Foucault restent toujours les 
plus belles el les plus simples qu'on puisse imaginer. 

II m'a paru neanmoins que Tidee de Poinsol merilait 
d'etre r6pandue. 

Un plus habile exp^rimenlateur pourra sans doutc lui 
Irouver une realisation plus simple que la mienne. 



ERRATA 



Page 4, ligne 20 ; au lieu de a sur U point » lire : <x sur U plan b. 

— ligne 21 ; au lieu de « le vecteur oM » lire : « le vecleur Om b. 

— ligne 22 ; au lieu de « XOM » lire : a XOm ». 

— ligne 28, formule ; au lieu de « XOM » lire : « XOm ». 
Page 19, ligne 25; au lieu de < heliorentique » lire : c h^liocenlrique » 
Page 34, ligne 20 ; au lieu de € compris j> lire : « uniforme ». 

Page 44, ligne 21, formule ; au lieu de jx lire : jy. 

— ligne 22, formule ; au lieu dejx lire : js. 

Page 68, ligne 2 ; au lieu de ^o^Ct) ^^^^ • ^^^ V2^y 

Page 76, ligne 13, sous Taccolade ; supprimez celle ligne. 
Page 90, ligne 11 ; au lieu de a pendant » lire : a suivanl ». 
Page 96, ligne 7 ; au lieu de a condamnis > lire : a coordonnies d. 
Page 98, lignes 8, 9, 10, Equations; met Ire le signe Sj devant chaque 

second membre. 
Page 105, ligne 9 ; au lieu de qc — rt lire : qc — rb. 
Page 108, ligne 12; au lieu de y lire : v. 

Page 120, lignes 27, 28 ; supprimez les mols : a sur une meme dvoUe ». 
Page 122, figure; les points C2 et D2 doivent 6lre places sur le dia- 

m6lre As 62. 
Page 124, derni^re ligne ; remplacez ry par r,*. 

Page 148, ligne 2 ; meltrc le signe + devant le lerme : be y-^ + ~ j . 

Page ItJO, apr6s la ligne 2, ajoutcz : et de plus le vecteur (A, B, G) 
a une projection donnee [nutle ici) sur la normale aux differents 
points d'une meme surface fermee (ici une sphere). 
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Page 160, ligne 1, forinule ; les trois derniera termes de la forme F 
sonl : 2byz + 2b'zx + 2b''anj; le coefficient 2 a ete a tort im- 
prim6 en z, ' 

Page 160, ligne 12 ; au lieu de di, d>, d^y lire : 6i, 62, 6j. 

Page 182, ligne 7, dans la parenth^se du second menibro ; au lieu 

de zr lire : -7^, 

Page 196, ligne 21 ; au lieu de V lire : K" et ajouier : soil V" la 
partie correspondanle de U. 

Page 199, ligne 7 ; au lieu de Dx^s lire : Dx^. 

Page 200, ligue 11 ; au lieu de -^ lire ^,. 

Page 208, ligne 18; au lieu de a tes relations du premier type se 

reduiserU » lire : ir les relations du premier type conduisent, » 
Page 218, ligne 13 ; supprimez les mots a etant BUo ». 
Page 221, ligne 18; au lieu de N[ lire Ni. 
Page 236 ; le num<^ro du chapitre est non pas YI mais : VII. 
Page 248 ; le num^ro du chapitre est non pas YII mais ; YIII. 

Page 2o9, ligne 8 ; dans la premiere int^grale du second membre 
remplacer u' par V. 

Page 273, ligne 26 ; apr6s section Ai lire : 2° *n wn couple Mi, 
Page 290, ligne 13; au lieu de « on allant » lire : « en allant b. 
Page 302, ligne 16 ; au lieu de a si on projellc 9 lire : « si on avait 
projctd. » 

Page 303, ligne 14 ; Equation ; supprimez le trait vertical. 
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